Esercizio 707

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = (—o0,0) U (0, 400).
Intersezioni con gli assi

reX|fr)=0= PPcyNz

Inoltre:

0=2x¢X=3FPcyny
Studio del segno

Vee X, f(z) <0

Il grafico giace nel semipiano y < 0.
Comportamento agli estremi
La funzione ¢ infinitesima in x = 0. Infatti:

. . 0* _
x 0~
I B A U
Jm fe) = lm 57 = T
Le (3) implicano:
lim f () =0,
per cui x = 0 e una discontinuita eliminabile.
Studiamo ora il comportamento all’infinito:
T +00
a:iinoo / (:L‘) Iirilw 1— 2= 0~ >
. ) x —00

Ricerchiamo eventuali asintoti obliqui:



Cof@ 1

A T e T T

@1

AT T T g
Da cio segue che il grafico e privo di asintoti obliqui.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

z(1—2Y7) —2Y%n2
[ (@) = ( ) (6)

z (1 —21/)?
2V (14 2Y7)In?2

f (IL’) 23 (1 B 21/3:)3

(7)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Lo studio del segno e la ricerca degli zeri della derivata prima e troppo complicato, per cui ci
limitiamo a studiarne il comportamento in un intorno di x = 0. In ogni caso, ci aspettiamo
una crescenza in (—oo,0) e una decrescenza in (0, +00).

x(1—2Y7) —2Y"In2

f2(0) = lim
( ) x—0— €T (1 _ 21/I)2
21/:):
= lim ——— —-In2 lim ————
a—0- 1 — 21/% e—0" g (1 — 21/7)
21/:1:
=1-In2 lim ———
z—0~ g (1 — 21/%)
Calcoliamo a parte:
21/96 0 1 21/;10
lim 5 = — = lim 5 m
z—0~ (1 21/37) 0 z—0~ (1 — 21/1?) z—0- &
) 1
lim 5 =
z—0— (1 — 21/1)
| 1/x t
. _ L
mi%l— T t:% t—>r—noo 2-t
21/90
— lim =0,

percio:

La derivata sinistra:



z(l—2Y7) —2Y"In2

" (0) = lim
+( ) z—0+ x(1_21/x>2
21/;t
= lim ——— - In2 lim ————
p0t 1 — 21/ w0+ g (1 — 21/%)
21/z
=0-In2 lim ————
=0t 1 (1 — 21/7)
Calcoliamo a parte:
lim 5 = = lim s =
z—0t o (1 _ 21/:1:) 0-00 z—0+ pol/z (2—1/1 _ 1) +00
poiche:
2t
lim 22/ = lim = = 400
z—0t =1 t—+too
Quindi:

Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

Br e X | f () = 0= 7 punti di flesso

Segno della derivata seconda:

f(x) >0+ 2 (1-2Y") >0 mail

per cui il grafico volge la concavita verso il basso.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo e riportato in figura (1).
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Figure 1: Grafico della funzione f (z) = ==

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = (—o0, +00).
Intersezioni con gli assi

f(x)=0<=2x=0= (0,0) €~ (9)

essendo v il grafico della funzione.
Studio del segno

f(x) >0<=2>0

Il grafico giace nel semipiano y < 0 per z < 0 e nel semipiano y > 0 per x > 0.
Comportamento agli estremi

li = i v = 1

LS ()= B et = oo (10)
lim f(z)= lim =0"

T——00 r——00 €~ T

Quindi I'asse = ¢ asintoto orizzontale a sinistra.
Ovviamente non esistono asintoti obliqui a destra.
Calcolo delle derivate



Un calcolo diretto porge:

' (x)
/" (x)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della derivata prima:

e.’E
eit

f(x)=0<=z=-1
Quindi abbiamo il punto estremale z = —1.
Segno della derivata prima:

f(z)>0<= 2> -1,

donde la funzione ¢ strettamente crescente in (—1,+00) ed ¢ strettamente decrescente in
(—o0, —1). Da cio segue che x = —1 & punto minimo relativo. Ed & anche punto di minimo
assoluto:

Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

fM(x)=0<=2=-2

Segno della derivata seconda:

f"(z) >0 <=z > -2,

per cui il grafico volge la concavita verso il basso in (—oo, —2) per poi volgere la concavita
verso l'alto in (—2,4+00). Segue che © = —2 & punto di flesso:

2
P(22)
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (2).

Esercizio 709

f(x)=wze™™ (13)
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ﬂ)‘_f) =

ﬂXmin) -

Figure 2: Grafico della funzione f (z) = ze®

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = (—o0, +00).
Intersezioni con gli assi

f()=0<=2=0= (0,0) €y (14)
essendo v il grafico della funzione.
Studio del segno

f()>0<= x>0

Il grafico giace nel semipiano y < 0 per x < 0 e nel semipiano y > 0 per x > 0.
Comportamento agli estremi

x
li = lim — =0% 1
Jm f(z) = lim — =0 (15)
lim f(z)= lim ze™™ =—o0

Quindi 'asse x e asintoto orizzontale a sinistra.
Ovviamente non esistono asintoti obliqui a destra.
Calcolo delle derivate



Un calcolo diretto porge:

fx)=—e"(z—-1) (16)
[ (w) =" (x—2) (17)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della derivata prima:

f(z)=0<=2x=1
Quindi abbiamo il punto estremale x = 1.
Segno della derivata prima:

f () >0z <1,

donde la funzione ¢ strettamente crescente in (—oo,1) ed & strettamente decrescente in
(1,+00). Da cio segue che z = 1 ¢ punto massimo relativo.

Concavita e punti di flesso.

Zeri della derivata seconda:

f"()=0<=z=

Segno della derivata seconda:

[ (x) >0z >2

per cui il grafico volge la concavita verso il basso in (—o00,2) per poi volgere la concavita
verso l'alto in (2, +00). Segue che z = 2 ¢ punto di flesso:

2
F (2, g)
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo & riportato in figura (3).

Esercizio 710

Studiare la funzione

f (x) = e"sign(In|z|) (18)
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Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = (—o0,0) U (0, +00).
Ricordiamo che la funzione sign(¢) ¢ cosi definita:

1,set >0
—1,set <0

sien (1) = {

7
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Figure 3: Grafico della funzione f (z) = ze™®

Quindi:

1,se Inf|z| >0
—1,se Injz| <0

sign(ln |z|) = {

Osserviamo che:

Injz| >0<= 2 € (—o0,—1)U(1,+00)
Injz| <0< 2ze€(-1,0)U(0,1),

Percio:

' _J 1,sex € (—o0,—1)U(1,+00)
Slgn(ln |ZE|) - { _17 sexr € (—1,0) U (07 1)

Ora siamo in grado di esplicitare l'espressione di f (z):

f () =

Comportamento agli estremi

e’ se x € (—oo, —1) U (1, 400)
—e”,sex € (—1,0)U (0,1)

(19)

(20)



lim f(z) = % (21)

r——1-

lim f(z) = 2,

z——11 e

per cui xyg = —1 e un punto di discontinuita di prima specie, con salto di discontinuita
s(—1) = -2

e

lim f(z) = —e (22)

r—1—

lim f(x)=e

z—1t f< ) ’
per cui z(, = 1 & un punto di discontinuita di prima specie, con salto di discontinuita s (1) =
2e.

lim f(z)= lim ¢*=0" (23)

r——00 r——00

Quindi I'asse = ¢ asintoto orizzontale a sinistra.

lim f(z)= lim e® =+o0 (24)

T—+00 T—+400
Ovviamente non esistono asintoti obliqui a destra, in quanto abbiamo una divergenza espo-
nenziale.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (?7).

Esercizio 715

Studiare la funzione

f(x):arccos( 2 > (25)

14 22
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Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

2 2z 1
<1< Ita? =
‘ 1+a2| ™~ { 142;2 > —1



Figure 4: Grafico della funzione f (x) = e”sign(In |z|)

Quindi X = (—o0, +00).
Intersezioni con gli assi
2z
1+ 2?2
essendo 7 il grafico della funzione.

f(z)=0<= —le=(z-1) =0<=z=1—= (1,00evnNz

f(O):arccosO:g:>B<0,g> eEyNx

Studio del segno

2
f(x) > 0 <= arccos <1 +xx2) >0

Ricordiamo che la funzione arccos ¢ sempre positiva in figura (5).
Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.

Comportamento agli estremi

Osserviamo che:

Quindi

10



Figure 5: Grafico della funzione arccos x

x1—i>££loof (z) = arccos (01) = (g>_ (27)
zEIEloof (z) = arccos (07) = <g>+

Da cio segue che la retta y = 1 e asintoto orizzontale a sinistra e a destra.
Calcolo delle derivate

2
, xrr—=1 2
= 28
f(z) |22 — 1|22 4+ 1 (28)
|22 — 1| 4o

f// (I‘) == 2 -1 (.ZU2 + 1)2 (29)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Esplicitando la prima delle (28):
2
/ _ 211 se r € (_OO,—l)U(l,+OO)

f'(@) { __x22+1’ se ze(—1,1) (30)

Da cio segue che f e strettamente crescente in (—oo, —1)U(1, +00) e strettamente decrescente
in (—1,1). Siosservi che x = —1 e 2 = +1 sono punti di estremo relativo (massimo e minimo
rispettivamente), e al tempo stesso sono punti angolosi, giacche:

lim f(z)=1, lim f'(z)=-1

T——1-" z—1t
li ! =—1, 1 ! =1
lim [ () , lim [ (x)

Concavita e punti di flesso.
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Esplicitando la seconda delle (28):

se x € (—oo, —1) U (1, 4+00)
se v € (—1,1)

4z
f// (:L’) — - (ﬁi+1)2 )
(a:2+1)27

Zeri della derivata seconda:

f"(z)=0<=2=0

Segno della derivata seconda:

f"(x) >0z € (—c0,—1)U(0,1),

per cui il grafico volge la concavita verso 'alto in (—oo, —1)U(0, 1) per poi volgere la concavita
verso il basso in (—1,0) U (1, +00). Segue che z = 0 ¢ punto di flesso:

F(03)

Si osservi che i punti x = £1 pur essendo dei punti di cambio di concavita, non sono punti
di flesso, poiché la derivata seconda ha ivi una discontinuita di prima specie.
Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (6).

—4 -3 Xo=— X'Ozl 3 4

Figure 6: Grafico della funzione f (x) = arccos (1_2;; 7)
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Esercizio 716

Studiare la funzione

f(z) = arcsinln (2* + 1) (31)

okosk

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

In(z?+1)<1 2 —(e—1)<0
In(z?+1) > -1 >+ >0

La prima ¢ verificata in X; = [—\/e —1,v/e+ 1], la seconda in Xy = (—00,+00), quindi
X=X1NXy=X4

Simmetrie

La funzione e pari: f(—z) = f(x), V&

Intersezioni con gli assi

f@)=0+=2"+1=1<=2=0= (0,0)€y (32)
Studio del segno

f@)>0<=2"+1=1>0,Vz #0

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
La funzione e continua, quindi:

flave=1) =7

Calcolo delle derivate

2x
1) =
(@) (1+22)/1—In(22 +1)
Omettiamo il calcolo della derivata seconda in quanto troppo complicato.

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

(33)

ff(x)=0<=2=0

f(x)>0<=2#0

Quindi f e strettamente crescente in (0, ve— 1) ed e strettamente decrescente in (—\/e -1, O).
Il punto x = 0 & di minimo relativo. Siccome f & continua in un compatto, segue per il teo-
rema di Weierstrass che f e ivi dotata di minimo e massimo assoluti. Il minimo assoluto e
(0,0), mentre il massimo assoluto uno dei punti (j:\/e -1, g)

13



La derivata prima e discontinua agli estremi:

lim f () =—0c0, lim f'(z)=+4oc0
xﬂff( efl)+ :v~>( 671)7
Concavita e punti di flesso.
E evidente che il grafico & concavo verso l'alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (7).

NN

Figure 7: Grafico della funzione arcsinln (22 + 1)

Esercizio 717

Studiare la funzione
f(z) =Insinhz

okok

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

14
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sinhz >0<= 2 >« def arcsinhl ~ 0.88

Quindi X = [a, +00).
Intersezioni con gli assi

fx)=0«<=sinhz=1l<=r=a= (a,0)€eyNx (35)

Inoltre:

0=2x¢X=3FPcyny
Studio del segno

f(x)>0<«<=sinhz >2 <=z € (o, +0)

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0 per = € («,+00) e nel semipiano y < 0 per
z € (0,q).
Comportamento agli estremi

. . +
3:lirglyf(q:)—an = —00

Quindi I'asse y e asintoto verticale.
La funzione diverge positivamente all’infinito:

lirf f(z) =+o0

Asintoti obliqui:

m = lim szg lim cothz =1
Tr——400 €T X0 Tr——+00

n = lir+n [f () — 2] =00 — 00
= hrf (Insinhx — Ine®)
I lim sinh

r—+4oo et

. et —e
=ln im —
T—+00 e’
) 1— 6—29[:
=In im —
r——400

:1n1:—1n2
2

Quindi la retta y = = — In 2 ¢ asintoto obliquo.
Calcolo delle derivate

1 (z) = cothz
" _ 1
(@) = sinh?

15



Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

f'(z) >0<=2>0

Quindi f e strettamente crescente in X
Concavita e punti di flesso.
Risulta:

f"(z) <0,Vx e X,

per cui 7y & concavo.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo e riportato in figura (8).

Figure 8: Grafico della funzione f (z) = Insinhz

Esercizio 718

Studiare la funzione

f(l’)ZW

okok
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Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

A le=2#0

Quindi
X =R-{0}

L’espressione analitica della funzione puo essere riscritta osservando che:

e —1=¢" (em — e_z) = 2e”sinh z

Percio:
1 S
Fye L[ b o€ 0040)
2 |sinh x| — 55 Se z € (—00,0)
Simmetrie

La funzione e pari: f(—zx) = f (z), per cui il grafico v & simmetrico rispetto all’asse y.
Intersezioni con gli assi

PreX|f(r)=0= PPecynz (37)
Inoltre:

0=0¢X = AP cyny
Studio del segno

Vee X, f(x) >0

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

: 1
g ) =g = e
1
xhjé{ f(z)= Ene —(—00) = +o0,

cioe:
lir%f () = +o0

Quindi I'asse y e asintoto verticale.
La funzione ¢ infinitesima all’infinito:

lim f(z)=0" = lim f(z)=0"

T—-+00 f e pari z—+o00

Da cio segue che ’asse = € asintoto orizzontale a sinistra e a destra.
Calcolo delle derivate

17



Calcoliamo solo la derivata prima:

___coshz
P { e 2

COS
o, se x € (—00,0)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

f(z)>0<=2<0

Quindi f & strettamente crescente in (—o0,0) ed & strettamente decrescente in (0, 400).
Concavita e punti di flesso.

E facile dedurre che v volge la concavita verso 1’alto.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (9).

x

Figure 9: Grafico della funzione f (z) = Ex

e217_]_|

Esercizio 719

Studiare la funzione

f(2) = e (38)
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Soluzione

Insieme di definizione

La funzione e definita in X = R. Inoltre, & periodica di periodo T' = 27, per cui studiamola
solo in [0, 27].

Intersezioni con gli assi

PreX|f(x)=0= PPecynz (39)

Inoltre:

f0)=1=A(0,1) eyny
Studio del segno

Vee X, f(x) >0

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.

Comportamento agli estremi

La funzione e continua; inoltre, essendo periodica € non regolare all’infinito.
Calcolo delle derivate

sin x

I (z) =" cosx

[ (x) = ™" (—sin’z —sinz + 1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

ff(x)>0<=1z€ [O, g) U (gw, 27T:|

Quindi f & strettamente crescente in [0, ﬁ) U (%7‘(, 277] ed e strettamente decrescente in

2
3
(7“, 27r).
N . . . ™
T = 5 e punto di massimo relativo, con f (5, e)

3 D . 3m 1
r = > e punto di minimo relativo, con f >0
e

Concavita e punti di flesso.
Poniamo sinz = ¢, quindi:

—1++5

ffa)=0=t+t-1=0t= 5

Cioe:

(I'altra soluzione non & accettabile in quanto < —1)

19



Da cui:

rT=Q,T=T—qQ,

essendo o < 7, piu precisamente a ~ 0.67. Inoltre:

f"(2) >0t +t-1<0<= € [0,0) U (r — a,27]

Cioe ~y ¢ concavo verso l'alto in [0, a) U (m — «, 27] ed ¢ concavo verso il basso (a, T — «)
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (10).

]
SR
7
S

|

Figure 10: Grafico della funzione f (z) = e*"*

Esercizio 725

Studiare la funzione

f(z) = cosx — cos* & (40)

okosk

Soluzione
Insieme di definizione

20



Questa funzione ¢ definita in X = (—o00,+00). Trattandosi di una funzione periodica,
determiniamo il periodo fondamentale:

cosx ha periodo T} = 27

cos’z  ha periodo Ty =7

Quindi il periodo fondamentale della funzione ¢ T" = 27. Studiamo percio la funzione in
[0, 27].
Intersezioni con gli assi

f(r)=0<«=cosx(l —cosx) =0<«= cosx =0,cosx =1 (41)
@x:g,x:;mx:o,x:%r (42)
Quindi:
(0,0) € 7, A(%,O) B <;7r,0) ,C(2m,0) €vNa

Studio del segno

f(z) >0<=cosz(l—cosz)>0<«<= cosx >0

3
<~z € [0, g) U (§7r, 27?]

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0 per z € [0, 5) U (%7?, 27r] e nel semipiano y < 0
per x € (%, %71’)
Calcolo delle derivate

f'(z) =sinz (2cosx — 1)

f" (z) = 2cos2x — cosz = 4cos* x — cosx — 2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f":

1
f/(ﬂf):()(ﬁsinxzo, cosg;:5

T 5
<:>x:0,7r,27r,—,§7r

f'(x) >0 <= sinz (2cosz —1) >0
™ 5
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Quindi f e strettamente crescente in [O, %) U (7r, gw)

ﬂ- \ . . .
T = 3 e punto di massimo relativo

r =7 e punto di minimo relativo

om . . .
T = 3 ¢ punto di massimo relativo

Le coordinate sono:

T 1 5 1
M| ==, My | =7, - -2
(51) 0 (Gmg) mim2)

Concavita e punti di flesso.
Zeri della f”

f"(r) =0<=4cos’x —cosx —2=0

1-V3 143

= COST = ———— COST
8 7 8

= r=aq, 21—, (8, 27—,

essendo:

1—+v33 1++v33
Qv = arccos 5 (8 = arccos e

Segno della f”:
1—+/33 1++/33

f"(x) >0 <= cosx < 3 ,COS T > 3

Le soluzioni di cosz < %@ si deducono dal grafico di fig. (11).

Le soluzioni dicos z > %ﬁ si deducono dal grafico di fig. (12).
Quindi v & concavo in [0, 5) U (o, 2m — o) U (2 — (3, 27]. I seguenti punti sono flessi:

3 -1 1
5 (s V33 — 13 B a7_3\/£+ 3
32 32
3v33+ 13 3v33 —13
Iy (27T — a,—\/_3—2+> , Fy (27‘(‘ — 0, \/_T>

Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (13).
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Figure 11: Ricerca delle soluzioni di cosx < %@

ey

s k- - —- - -

1k

B

1+

Figure 12: Ricerca delle soluzioni di cosz > =
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fB)

fl@) -

Figure 13: Grafico della funzione f (z) = cosx — cos® x

Esercizio 726

Studiare la funzione

f (I‘) _ earcsinﬁ

*okok

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = [0, 1].
Intersezioni con gli assi

ﬂx€X|earcsm\/E:O:>ﬂP€7ﬂx,

essendo ~ il grafico della funzione.
Inoltre:

f0)=1= A(0,1) evny
Studio del segno

Vee X, f(x) >0
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Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.

Comportamento agli estremi

La funzione & continua agli estremi dell'intervallo X, risultando f (1) = e™2.
Calcolo delle derivate

by f@)
P = =)
f,,(x):f(x)\/a:—ﬁ—l—Qx—l

4/ 23 (1 —z)?

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

vz € (0,1), f' () >0,

quindi la funzione e strettamente crescente in X. La derivata non e continua agli estremi di

X:

lim f'(z) =400, lim f'(z)=+c0
z—07F z—1-

per cui il grafico “parte” da A(0,1) con tangente verticale e “arriva” a B (1,6”/ 2) con

tangente verticale.

Concavita e punti di flesso.

Zeri della f”

Vr—a2=1-2z

fu(x):()@{ x#0,x#1

Abbiamo:

5—+H
Ve—12=1-92¢0 gz = 10\/_

Segno della f”:

Vr—a22>1-2z

f”(x)>0<:>{ v 40541

Risolviamo la disequazione irrazionale:

ve—az?2>1-2z (44)

Sel—2x>0:

r— 22> (1-2z) N 522 — b5 +1<0
1-22>0 r<1i

5—+v5 1
<:>x651—< 10\/_,51
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Sel—2x <0:

— x> 1
o a:l_() —zreS=|=1
$>§ 2

Quindi le soluzioni della (44) sono:

reS=5US,= (5_10ﬁ,1]

Percio:

f"(x)>0<=xeS—{1} = (5_10\/5,1>

Il grafico e concavo verso 'alto in <5"/‘F’ 1>, concavo verso il basso in (O, 5"/5). Il punto

10 7 10
Tp= 5_1(‘)/5 e punto di flesso a tangente obliqua.

Tracciamento del grafico.
Il grafico completo e riportato in figura (14).

T/2 |-

ﬂxf)f

e e e e e e - T

Figure 14: Grafico della funzione f (x) = eenv®
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Esercizio 727

Studiare la funzione

f (l’) — earctan|:1:\ (45)

kokok

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione ¢ definita in X = (—o0, 00).

f(z) = (46)

earctan:c7 se T 2 O
e—arctana[;7 ser < 0

Simmetrie
La funzione e pari: f(—z) = f (z), Yz. Quindi il grafico ¢ simmetrico rispetto all’asse y.
Intersezioni con gli assi

Prc X | el — ) — AP e y Nz,

essendo v il grafico della funzione.
Inoltre:

FO)=1= A(0,1) exny
Studio del segno

Vee X, f(x) >0

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
La funzione converge per |z| — 400

lirll f(x)=¢e"? lim f(z)=e"?

Quindi la retta 2y = 7 ¢ asintoto orizzontale sia a destra che a sinistra.
Calcolo delle derivate
Calcoliamo solo la derivata prima:

earctan.r
, . 2 Sse T Z 0
f () -
- _6_ arctan T < 0
T s Se X

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:
Vz € (0,+00), f'(z) >0,

quindi la funzione ¢ strettamente crescente in (0,400), ed & strettamente decrescente in
(—00,0). Il punto £ = 0 & un punto di minimo relativo. Si osservi che la funzione non e
derivabile in tale punto, ma lo e a sinistra e a destra:
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fo0)==1, f(0)=1

Quindi z = 0 € un punto angoloso. Le equazioni delle tangenti a destra e a sinistra sono:

y=x+1
y=—-cz+1

Concavita e punti di flesso.

Il grafico € concavo verso il basso.
Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (15).

Figure 15: Grafico della funzione assegnata.

Esercizio 728

Studiare la funzione

Inz -1 1
f(a:)—arctan(nx )+§ln(ln2x+1)+g

XKk

28
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Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

Inz+1>0 x>0
{lnx%—l#o :>{ 1 (48)

1 1
X = <o, _) 0 (_, +oo> (49)
e e
Intersezioni con gli assi

Per determinare le ascisse degli eventuali punti di intersezione con ’asse x andrebbe risolta
I’equazione:

quindi:

Inz—1 1 s
arctan< )+§ln(ln2x+1)+§zo,
non risolvibile analiticamente, per cui tralasciamo l'intersezione con l'asse x. Inoltre:

0=2x¢X=3FPcyny

essendo 7 il grafico della funzione.

Studio del segno

Ci si ritrova nelle stesse condizioni per la determinazione dei punti di intersezione con ’asse
x, per cui tralasciamo lo studio del segno.

Comportamento agli estremi

La funzione diverge positivamente in x = 0. Per dimostrare cio, calcoliamo:

Inz—1
xlirgl+ f (z) = arctan (Ili%ﬂ ﬁi n 1) + (400) + g (50)
Calcoliamo a parte:
Inz—1 1 [
im i :fzthlnlx)zl
z—0t Inx +1 00 z—0t lna:(l—i—m)
Quindi
i 1 (0) =+
Perciol’asse y ¢ asintoto verticale.
Inoltre:
lim f(z) = arct T (51)
im x) = arctan im —1In —
2= (1) (1) Inz+1 2 2
Calcoliamo a parte:
Inx —1 2
1m = +00

(1) nz+1 0
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da cui:

lim f(z) =7 +Inv2 (52)

()

Calcoliamo il limite destro:

Inx —1 1
lim f(z)=arctan| lim - + o2+~
a— (L) (1) Inz +1 2 2

Calcoliamo a parte:

Tr—

Inzx—1 2
im = ——
z—>(l)+ Inz +1 0+

= —00

da cui:

lim f(z)=Inv2 (53)
(1)

Dalle (52)-(53) segue che z = ¢~! & un punto di discontinuita di prima specie, con salto:

s (1) - (54)

Studiamo il comportamento all’infinito:
. ™ w 1
Jim f(z) =7 45+ 5 ln(+o0) = +oo, (55)

cioe la funzione diverge positivamente. Vediamo se il grafico ¢ dotato di asintoto obliquo:

1 In (In? 1
i L@ gy, e tl) oo
r—+00 T 2 z—+o0 x o0
1
2 Jim — =0,
T——+400 ln X

cioe «y e privo di asintoto obliquo.
Calcolo delle derivate
Poniamo:

Inz -1

f1(z) = arctan (m

>,ﬁ@g:%maﬁx+m
Quindi:
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1 f(lnz+1)—L(nz—1)

!
1 ({L‘) = 2 2
(Inz—1) 1 1
1+ (Inz+1)? ( nT )
B 1
o (ln2 T+ 1)
l1+Inz
!
)= ———
2 () T (1112 T + 1)
La derivata prima e:
Inx+1
!
)= ———c
f(z) x(ln2x+1)

La derivata seconda:

nz (In*z+2Inz + 3)
x? (anx + 1)2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f":

/" () =

f’(x):0<:>a::é

)

ma tale punto non appartiene a X.

Segno di f”:

Inz+1

f(z) >0 <=

cosicché la funzione e strettamente crescente in (%, —I—oo), ed e strettamente decrescente in
(0, %) Il punto = = % non e di estremo realtivo poiché tale punto non appartiene a X.
Inoltre:

1
>0<:>a;e(—,+oo),
e

lim f'(z)=07, lim f'(z)=0"= lim f (z) =0

(1) ()" -t

e e

Da cio segue che ~ arriva in (%, 7+ In \/5) e parte da (%, In \/5) con tangente orizzontale.
Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

ff(x)=0<=her=0<=z=1
Segno:

1" (z) >0<:>1n—2x <0<z e€ (0,1) U (1,1>
x e e
Quindi v volge la concavita verso I’alto in (O, %) U (%, 1), mentre volge la concavita verso il
basso in (1, 400)
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (16).
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a+iny 2 L

fant /
|
X

12 |

L
B
e xr

Figure 16: Grafico della funzione f (x) = arctan (22:5) + 3 In (Inz+1) + 2

Esercizio 729

Studiare la funzione
f ([E) _ 6arctan 11%‘”;‘—% 1n<1+|a:|—:c+x2) (56)
koksk
Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:
(57)

?

1+ |z —24+22>0
1 — Ja| #0

Risolviamo la prima delle (57):

r>0=2>+1>0, Vz
r<0=2"-2t4+1>0= (z -1’ >0=0#1

Cioe
1+ |z —2+2* >0<= 7 € (—00, +00)
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La seconda:

1—|z|#0<—= 2z #+1

quindi:

X = (—00,~1) U (=1,1) U (1, +00) (58)

Intersezioni con gli assi

Vee X, f(x) >0
f(0)=e*

Studio del segno
Il grafico v giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
Conviene distinguere i casi x > 0 e x < 0:
a2 { R e e 1)UL o)
e se  x€(—o0,—1)U(=1,0)

x—17

Per z € [0,1) U (1, 400):

/2
lim f (2) = ewtmntros)-bmz _ ¢

r—1— %

—7/2
lim f (1’) _ 6arctan(—oo)—%lrﬂ _ €

x—1+ \/§ ’

cioe x = 1 € un punto di discontinuita di prima specie con salto:

w/2 _ ,—7/2
s(1) = —% — —/2sinh (g)

Comportamento all’infinito:
ligl fz)=e™*. e =0t

Quindi I'asse = & asintoto orizzontale a destra.
Per z € (—o0,—1) U (—1,0)

r 67r/4
Jim f(2) = —-,
cioe x = —1 & un punto di discontinuita eliminabile.
Comportamento per x — —oo:
lim f(x)=0%,
rT——00
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Quindi I'asse = & asintoto orizzontale a sinistra.
Derivate
Per z > 0 poniamo:

1
f1(z) = arctan <1 e

), fg(x):—%ln(l—i-:cz),

donde:

[ (@) = f () [fi (2) = f ()]

Calcoliamo

1
(@) =
T
é(x)__l%—aﬂ
La derivata prima e:
l1—=z
f/(x):f(x)m
La derivata seconda:
11—z d1l—=x
1 ! e
£1(@) = I () g+ @) 7
z(z —2)
=2f(xz
A )(1+x2)2
Per x < 0:
/4
, e
)= ——

Non calcoliamo la derivata seconda nel caso z < 0, perché si vede immediatamente che ~
volge la concavita verso l'alto per z < 0.

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Per x > 0 gli zeri di "

f(x)=0<=z=1,
ma tale punto non appartiene a X.
Segno di f”:

) >0<=z<1,

cosicché la funzione & strettamente crescente in (0,1), ed ¢ strettamente decrescente in
(1,4+00). Il punto z = 1 non e di estremo realtivo poiché tale punto non appartiene a
X.
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lim f'(z) =0, $lir{1+ f(x)=0

r—1-

Da cio segue che v arriva in (1, %) e parte da <1, %) con tangente orizzontale.

Concavita e punti di flesso.
Per z > 0 gli zeri della derivata seconda:

() =02z =

Segno:
f" () >O<:>m2—2x>0<fo>a:e (2, 4+00)

Quindi per x > 0 7 volge la concavita verso 'alto in (2, +00). Il punto = 2 & un punto di

flesso:
earctan?))
F(2 ———
7
Tracciamento del grafico.

Il grafico completo e riportato in figura (17).

/2

4

/4

arctan 11_'"@' —% ln(1+\w|—x+r2)

Figure 17: Grafico della funzione f (z) = e
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Esercizio 730

Studiare la funzione

fla)=— (59)

sinx + cosx

Xkk

Soluzione

Insieme di definizione

Osserviamo che la funzione ¢ manifestamente periodica di periodo 27, quindi limitiamo
allintervallo [0, 27].

Deve essere: sinx # — cosx, cioe x # %w, %7‘(‘, quindi:

3 3 7 7
X = - -, - —1.2
{0,47r> U (47T,47r) U (4’/T, 7T:|

Intersezioni con gli assi

PreX|f(x)=0= AP cynu,

essendo 7 il grafico della funzione. Inoltre:

f0)=1= A(0,1) eyny
Studio del segno

f(z) >0<«<=sinz > —cosx (60)

La (60) puo essere risolta per via grafica, come riportato in figura (18).

9~
"
‘

Figure 18: Ricerca delle soluzioni della disequazione sinx > — cosx
Quindi:
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3 7

f(x) >0z € lO, Zﬂ') U (Z_lﬁ’ 27‘(} (61)

Il grafico v giace nel semipiano y > 0 per x € [0, %71’) U ( , Qﬂ e nel semipiano y < 0 per
3.7

HAS (ZT(‘, ZT[‘).

Derivate

Risulta

BN

£ (z) = sin T — Ccos T (62)

(sin x4 cos z)”
3 —sin2x

/" () =

(sinz + cosx)3

Comportamento agli estremi

lim  f(z) =+o0, lim +f(:za) = —00

() ()
lim f(x) = —o0, lim i () = 400
() ()

Quindi le rette y = %ﬂ' ey = ;ZW sono asintoti verticali.
Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Zeri di f":

=] Ot

: m
f'(x):()(:)&nxzcosa:(:)xzz, T,

Segno di f”:

() >0 <= sinz > cosz,

che puo essere risolta per via grafica, come riportato in figura (19).

Quindi:
T 5
ff(x)>0<=ze|— -7
4° 4
La funzione e strettamente crescente in (%, %71’). Ipuntiz = Jex = gﬂ' sono rispettivamente

di minimo e massimo relativi:

"(53a) v a)

Concavita e punti di flesso.

Non occorre studiare la derivata seconda, poiche dalla monotonia e dagli asintoti vediamo
che ~ volge la concavita verso 'alto in [0, %71’) U (Zﬂ, Qﬂ, mentre volge la concavita verso il
basso in (i ,LZLW) )

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (20).
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Figure 19: Ricerca delle soluzioni della disequazione sinz > cosz

(B}

*min=

1
sin z+4cos x

Figure 20: Grafico della funzione f (z) =
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Esercizio 731

Studiare la funzione

fx) = ex (63)

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita per ogni z # —1, quindi X = (—oo0, —1) U (—1, +00).
Intersezioni con gli assi

PreX|f(r)=0= FP cynux,

essendo v il grafico della funzione. Inoltre:

f(O)—é:>A(0,é) €Ny

Studio del segno

Vee X, f(x) >0 (64)

Quindi il grafico v giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

lim f(x)=+o00, lim f(x)=0"

z——1- r——171
Quindi la retta z = —1 e asintoto verticale a sinistra.
Derivate
Risulta
2f (z
7 () = 2L, (65)
(x+1)

Calcoliamo la derivata seconda:

f'(@) (@ +1) —2f () (x +1)
(z+1)°
28 (2 41) - 2f ()
=2
(z+1)
O]
(x+1)

[ (x) =2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:
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Vee X, f () >0

Quindi la funzione e strettamente crescente in X. Determiniamo il comportamento della
derivata in un intorno destro della singolarita x = —1:

lim f'(z)= lim
:c—>—1+f ( ) z——1% (ZL’ + 1)

Concavita e punti di flesso.
Zeri della f":

() =0<=2=0

Studio del segno di f”:

f"(z) >0<=2<0

Da cio segue che v volge la concavita verso 'alto in (—o0,0), e volge la concavita verso il
basso in (0,400). Il punto x = 0 & un punto di flesso:

1
Fo)
e
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo e riportato in figura (21).

Esercizio 733

Studiare la funzione

1
f(z) =6sinz —1In <Sinx +4/sin®x — Z) (67)
Kk,

Soluzione
Insieme di definizione

Osserviamo che la funzione e periodica di periodo 27. Infatti 6sinz ha periodo 27, poi

In (sin x+ 4 /sin®x — ;11> & periodica di periodo 27, in quanto ¢ data dalla somma di /sin® z — %

2

che ha periodo 7 e di sinx, per cui In (sina: + 4/sin“x — i) ha periodo 27.

Quindi limitiamo lo studio della funzione all'intervallo [0, 27]. Deve essere:

1 1
sin:c+\/sin2:c—1>0<:> sian—Zl>—sinx (68)

Poniamo ¢ = sin x, donde la (68) equivale a:

40



Figure 21: Grafico della funzione f (z) = e=+1

1/t2—i>—t (69)

Dobbiamo distinguere i due casi: 1) —t >0, 2) —t < 0.
Nel caso 1 abbiamo il sistema:

12— 1542
4
{ L L0 (70)

Sia Sy = {t € R| ¢ verifica il sistema (70)}. E evidente che S; = 0, poiche la prima dise-
quazione e equivalente alla disuguaglianza assurda —% > 0.
Nel caso 2 abbiamo il sistema:

2—1>0
{ P40 (71)

Qui ¢ Sy = [%, +oo). Percio detto S = {t € R | ¢ verifica la disequazione 69}, risulta:

5251U52:SQZ 1,4—00)

d

Ripristinando la variabile x, otteniamo:

| Ot

. >1 c T
sihx > — <=z —
_2 67
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Percio 'insieme di definizione é:

Intersezioni con gli assi
Tralasciamo ’'intersezione con l'asse .
Inoltre:
0=2x¢ X =FAP cyny,

essendo ~ il grafico della funzione.
Risulta poi

1
%) =3—In=3+In2

7r) =34+1n2

o ot/

f
A
Derivate
Derivata prima:

1 SIn  cos &
f'(z) =6cosz — cos T +

sinx+\/sin2x—i sin?x —

cioe:

cosx<61/sin2x—i—1)
[:2 1
sin“z — 7

Per semplificare il calcolo della derivata seconda, scriviamo:

f' (@) =

, g (x)
f (33) - - o 1’
sin“z — 7
essendo:
lef 2
g(z) = cosx (6 sin“x — — — 1>
per cui:
) g (x)y/sin®x — i —g(z) —Si;i;zs_xi
[ () =
2

Calcoliamo ¢’ (z):

1

4

Y
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1 6sin x cos
g () = —sinz 6\/sin2x—4—l—1 R R ————
,/sin2:L’—%1
1 Sin x cos x
:—6Sinx\/sin2x—1+sinx+6—
@/Sin2.1'—l
= —681nx<sin2x— )—i—sinm/sm x——+681nxcos x]
4 L
sin x 3 1
= —GSin2x+—+\/sin2x——+6cos €T
) 1 2 4

S

Quindi

[ (x) = —1 X
sinfz — 1

[smx( 6sin®z + — —1—\/8111 x——+6cos x)

sinx cos x ( ,/sm x———l)
,/sm a:——

smm/sm x——
\/ sin? :1:——
X (—68iﬂ2m—|—§+\/sin2x—Z—l+60082x)
. 2 . 9 1
—sinz cos®x | 64/sin x—z—l ]
—6sin® x“sm x——
l
4

—l——smm/sm?’x—ljtsmx sin? :1:—l +sin:Ecos2:v]
2 4 4
1 . 9 1 . 9
= 24/sin x——(1—4sm :U)+1
) 3 4
( 1)

sm Tr —

Finalmente:
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3sinz 8 (sinQ:c— 1)3 -1

4 (sim2 T — }1)3

() = -

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f":

F(2) =0 {6 sinzx—izl N {sinx:W@
7r] b)
Quindi i punti estremali:

r=Qq,r=—, r=T—qQ,

2
essendo v = arcsin @. Si noti che a 2 %.
Segno della derivata:

.92 1 .
f/<x>>0<:>{cosx(6@/smx 1 1>>0 :>{smx> G

reX :1:6(0, )

5

I

cioe:

E( 7T>U 5
A o, — m— o, =T
) "6

s 5

Cioe la funzione e strettamente crescente in (a, —) U (7T —a, 57?), ed e strettamente decres-

2

cente in (%,oz) U (g,ﬂ' — a). Qundi:

T =, T — « sono punti di minimo

™ . .
T = 5 e punto di massimo

6 s 2
mi (o, VI0+In—— |, M| —=,6+1n ,mo (T —a,vV10+In
1( 1+\/10) (2 2+\/§> 2(

Inoltre:

lim f'(z) =—o00, lim f'(z)=+oc0
T— 5 x0T
6

Cioe il grafico parte da A (%, f (%)) con tangente verticale verso il basso,
B (%’r, f (‘%’T)) con tangente verticale verso 1’alto.
Concavita e punti di flesso.

Zeri della f":

. 0 sinz =0 ) L 1\?2
) =0<+= — sin“x — - | =
f ( ) 8 (Sjn2 T — %)3 — 1 sinz>0 ( 4)
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e giunge in
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Cioe:

sin? x 1 3— 1 <:>sin2x—1 — gsingx = 1
4 _64 _QSinx>O o

S

Quindi, gli zeri di f”:

Studio del segno di f”:

1’ 1
f"(z) >0 <= sinz 8\/(sin2x—1> -1 <0<:>sina:>§

< T c T3
xEXm 47471-

Da cio segue che v volge la concavita verso l'alto in (%, %w), e volge la concavita verso il

basso in (%7 %) U (%7?, %7?) . Esistono due punti di flesso:

F (%,3\/§+1n —) , Fy <§7T,3\/§+1n

2 2
1++2 4 1+\/§)

Tracciamento del grafico.
Il grafico completo e riportato in figura (22).

Esercizio 734

Studiare la funzione
x
f(x)= 5 + arctan z (75)

XKk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (—o0, +00)
Intersezioni con gli assi

Tralasciamo l'intersezione con 1’asse x.
Inoltre:

f(0) =0=(0,0) €,

essendo v il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi
La funzione diverge all’infinito:

45



3

6+ loE
2+

5w

Sl

Kl

klw

6sinz — In (sinx + \/sin®z — i)
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Figure 22: Grafico della funzione f (x)



lim f(z)=+o00, lim f(z)= -0

T—+400 T——00

Eventuali asintoti obliqui:

1 t 1
my= tim L) gy (1 ety 1
rz—+oo I r—4oo \ 2 T 2
™
= i — = li t = —
n = lim [f () — myx] Jim arctanz = o,
quindi la retta
1 . U
= —X —_
Y79t

¢ asintoto obliquo a destra.

rT——0c0 I 2
. T
ny= lim_[f (@) = maa] = ~7.
quindi la retta
1 T
= - — —
Y=357 3%

e asintoto obliquo a sinistra. Osserviamo che i due asintoti sono rette parallele.
Derivate

, r? + 3
f()_2@¥+n
' (2) 2

VT T @y

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Ve e X, f'(x) >0,

per cui la funzione e strettamente crescente in X.
Concavita e punti di flesso.
Zeri della f":

() =0<= 2=
Studio del segno di f”:

f () >0<=2<0
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Da cio segue che v volge la concavita verso 'alto in (—o0,0), e volge la concavita verso il
basso in (0,400) . Abbiamo il punto di flesso F (0, 0).

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (23).

[ ~
_
[ -
_
3F -
-
F -
-
[ _
[ -
_
-
_
2 -
_
[~
—
T
-
-
_
~ 10
~
~ [
-
- [
-
- _ -
// -
1 — 1 1 L 1
= X
- -
~ —
—4 -2 2_ - 4
-
<
_
—
—1F -
-
_
-
_
- T
-y
_
- r
-
- r
-
- [
_
— _37
_
— [
_
-

Figure 23: Grafico della funzione f (r) = § + arctanx

Esercizio 735

Studiare la funzione

) e* 3++v9 — Ge® 3
) = arcsin +In| ——m—eonuo | + -z 77
f (@) et () g (77)
Kok ok
Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in X tale che;
35zl <1
3406 ) (78)
3—/9_6e®

Iniziamo a risolvere la prima delle (78), che & equivalente al sistema:
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e’ <
{ dret = L (79)

La prima delle (79):

2e* — 3
3 —e®

La seconda delle (79):

3
<O0<=zx€ (—oo,lni] U (In 3, +00)

3 >0<=e"-3<0«<=2x¢€(—00,n3)
_633

Quindi la la prima delle (78) e verificata per:
re€X;=1z¢€(—00,In3)U (In3,+00) (80)

Passiamo alla seconda delle (78):

34+ 19 — 6e* >0
3 — 9 — 6e

Il segno del numeratore:

34+vV9—6eT >0<= V9 —06e* > -3<«=9—-6c">0

3
1€ (—oo,ln 5]

Il segno denominatore

3—vV9—6e >0« VI —6e* <3

<:>{ 9—56 =0 = 9—6e">0
e* >0

3
1€ (—oo,ln 5}

Quindi

3+ V9 — Ge*
3 — 9 — 6e”
Questo risultato era prevedibile poiche per x < lng ¢ garantita la realta di /9 — 6e* ed
essendo non negativa, implica che 3 + /9 — 6e*. Inoltre per x < ln% e V9 — 6e* < 3, per

cui il denominatore ¢ sempre maggiore di zero.
L’insieme di definizione e:

3
>0« zre Xy= (—oo,lné]

3
X:XlﬂXQZ (—OO,IH§:|
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Intersezioni con gli assi
Tralasciamo ’'intersezione con 'asse .

Inoltre:
oo 3++3 T 3+V3
f(O)—g+ln<3_\/§> :>A<O,g+ln<3_\/§>> €EvnNy,

essendo 7 il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi

Calcoliamo:
) v ) ) e’
lim =0 =— lim arcsin =0
r——00 3 — % T——00 3 —e"
s—-00 \3—0—6er)
quindi

lim f(z) =00— 00

r——00

Per rimuovere la forma indeterminata scriviamo:

r——00 T——00

3+\/9—66x>+§x:|
3 — 9 — 6e® 5
— lim {m (3+— "9_66x>_|_1ne§$]
3 — 19 — 6e*

. 3. 3+ +vV9 — 6e”
=In lim (et ——nu——

I\ 3 i —6e
<3$ 3++9 — Ge® 3—\/9—6650)

lim f(z)= lim [m(

es

3— 0 —6e® 3—+/9—6e*

=In lim ée—ﬁx . (3 +v9 — 66I>2:|

T——00

“ [% (to0) - (3 + 0)2} ~ to0,

per cui la funzione diverge negativamente per x — —oo.
Eventuali asintoti obliqui:
f ()

: 00
m = lim = —
T——00 I 00

a

lim ()

percio calcoliamo la derivata prima.
Derivate

20



Poniamo:

. e’ 3+ V9 — 6e” 3
— fr— 1 —_
i) =anesin g S o) = (5= )+ L
cosicche:
f(x) = fi(x) + fy(2)
Abbiamo:
() = 1 e’ (3 —e") —|2— e
J—— (3 —e")
(3—em)?
B 3e*
~ (3—e%) /9 — 6e®
3
fo(x) = =T
+3_\/m T (3 VO —6e7) — - (34 VO — 6e7)
3+ V9 — 6e* (3 - 9_663,;)2
3 T (3= V9 —6e” + 3v0 — 6e7)
5 6e”
3 3
"5 9 6er
Finalmente:
, 3 V9 — 6e*
flay=s-
5 33— et
Passiamo alla derivata seconda:
" (x) = _ 4 vI9—Ger
dr 3 —e*
—e” (9 — 3e”) + €* (9 — 6e7)
(3 —e?)? /9 — 6e*
Semplificando:
2x
[ (@) = ——

Asintoti obliqui:

(3= )0 —Ger

o1

(83)

(84)

(85)

(86)



m= lim f'(z)= g— =—

2500 3—-0 5
n—zgmoo[ (x) — mx]

349 — 6e*
:;;Hoo{n( 6o 66I>+x]:oo—oo
= lim [ln (3+ i 66x>+1ne$]
P—— V9 — 6e*

e

i 3+\/9 Ge 3—\/9—663’)

3—\/9 6e* 3 — /9 — 6e”

, (3+v0—6e7)’
=1In lim [e"-

6e”

2
I (3+3)
T——00 6 6

=1In6

Quindi il grafico & dotato di asintoto obliquo che ¢ la retta di equazione:

2
= ——z+1n6
Y75
Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Zeri di f'

V9 —6er 3
") =0+ ——— =
< 9¢% 4+ 96 — 144 =0

4
<= ¢ = = (laltra soluzione non accettabile, in quanto < 0)
— 1 1
r=1In-
3

Segno:

52



Vi (z) >0+ 9—6éﬂ<§(3—eﬂ

3—e*>0
<= 9—-6e®>0
9—6e” < & (3—ev)”
r <1In3
< reX

9¢2* 4 96e* — 144 > 0

r<In3
4 3
— reX ¢:xe(m§m§),
x>ln§
4

per cui la funzione e strettamente crescente in (ln 3,1n %) ed e strettamente decrescente in

(—oo, In %) Il punto x = lnél ¢ di minimo relativo, anzi assoluto:
4 4 3. 4
In = in-—+-In-+1n2
m<n3,arcs1n5—|— 5 n3—|— n )

Concavita e punti di flesso.
Studio del segno di f”:

f"(x) >0,V e X

Da cio segue che v volge sempre la concavita verso 1’alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo e riportato in figura (24).

Esercizio 737

Studiare la funzione

f(x) =z +1Incoshz —2tanhz + 1 (87)

XKk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione & definita in X = (—o00, +00) poicheé I'argomento del logaritmo & sempre maggiore
di zero.

Intersezioni con gli assi

Tralasciamo l'interesezione con I’asse x, perche c¢’e un’equazione che va risolta numericamente
o per via grafica.

Intersezione con I'asse y

f(0)=Incosh0+1=1
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e” 3+v9—6e* 3
e T 10 (3-@) T 5T

Figure 24: Grafico della funzione f (z) = arcsin

Quindi:
A0,1)eyny
essendo 7 il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi
Ricordiamo che:
liI_P tanhz =1, lim tanhx = —1
lirin coshz = 400

Quindi:
IEIJPOOJC () = (+00) + (+00) =2+ 1 = 400
lim f(x)=(—00)+ (+00)+2 +1=00—

r——00

Per rimuovere tale forma indeterminata, procediamo in questo modo:

lim f(z) =3 +1,

Tr——00

o4



essendo:

l= lim (z+Incoshz)

r——00

= lim (Ine” + Incoshx)

r——00

=In lim e*coshz

e +e”*
—1In lim e %
n lim e 5
2x 1 1+
—1In lim & 2+ =In (5 ):(—1n2)+:—(1n2)_

Quindi:
lim f(z)=3 —(In2)" =(3—-1n2)",
r——00
percio la retta y = 3 — In2 e asintoto orizzontale a sinistra. Per verificare I'esistenza di un
asintoto obliquo a destra, calcoliamo:

lncoshe _tanhz 1
T C N (1+HCOS R )

m = = — —
z—+oco I T——+00 T T X
. In cosh x . tanh x
=14+ lim — —2 lim
Tr—-+00 €T Tr—+00 €T
Calcoliamo:
Incoshx oo g
im ——— = — = lim tanhz =1
z—+00 X o0 T—+00
. tanhz oo m . 1
lim = — = lim 5— =0,
z—4o0 X o0  z—+oo cosh” x
Quindi:

(83)

3
I
N

L’ordinata all’orgine:

n=n= lim [f(x)—mz]= lim (—x+ Incoshx —2tanhz + 1)

T——+00 r—-+00

h
= lim (lne_x+lncosh:1:) —1= lim In (COS :13) —1

T——400 T——400 et

Calcoliamo a parte:

x 2x
lim In (COSM) —1n lim len%:—hﬂ

200 = otoo 2
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Finalmente:

n=-—(14+1n2)

Percio la retta di equazione:

y=2r—(14+1In2), (89)

e asintoto obliquo a destra.
Derivate

f'(z) = 2tanh? z 4 tanhz — 1
f"(z) = (1 — tanh®z) (4 tanhz + 1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f’

f'(x) =0 <= tanh®z + tanhz — 1 =0
{ tanhz = —1

tanhz = %

tanh x = —1 & inaccettabile poiche lim, ,  tanhx = —1, e Vx, tanhx > —1, quindi:

er—e ™ 1

! :0{:,>—:—

f'(z) er4+e 2
e —1 1

2t + 1 2

1
62‘”:3:>x:§1n3

Segno:

1 1
f’(w)>0<:>tanhx>§<:>x>§ln3

Qundi la funzione e strettamente crescente in (% In 3, —i—oo), ed e strettamente decrescente in
(—oo, % In 3). Il punto = = %1n3 e pertanto di minimo relativo.

Concavita e punti di flesso.

Zeri di f”:

1
f"(z) =0 <= tanhx = -2

-1 1 1,3
2r 1 4 =My

Studio del segno di f”:

o6



1 1
" (xz) >0 <= tanhz > > §1n§

Da cio segue che 7 volgela concavita verso ’alto in (% In %, —I—oo). Il punto ¢ = %lng e di
flesso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato nelle figure (25)-(26).

Figure 25: Grafico della funzione f (z) = 4+ Incoshz — 2tanhz + 1

Esercizio 738

Studiare la funzione

f(z)= Wi (90)

kokk
Soluzione

Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in X tale che:

zl <1
{1’_‘xz—>0 — e (-1,1),

27



Figure 26: Grafico particolareggiato della funzione f (z) = x + Incoshx — 2tanhz + 1

per cui X = (—1,1)
Intersezioni con gli assi
f(r)=0<= arcsinz =0<= 2 =0= (0,0) € v

Segno

f(x) >0« x€(0,1)
Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0 per = € (0,1) e nel semipiano y < 0 per
x € (—1,0).
Comportamento agli estremi
Ricordiamo che:

I; -2 _ _
m f(z) = - = —o0,
1i -2
miril* f (x) 400 +o0

cosicche le rette y = £1 sono asintoti verticali.
Derivate
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V1 — 22+ xarcsinz

/
T
f@ (1—22)v1 — 22
() 3xv/1 — 22 + arcsin x + 222 arcsin x
€T =

(1-a2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Osserviamo che v/1 — x2 + xarcsinx > 0, Vo € X, e analogo comportamento per il denomi-
natore (1 — 22) /1 — 22, quindi ¢ f’ (x) > 0 per ogni x. Segue che la funzione ¢ strettamente
crescente.

Segno:

1 1
f’(w)>0<:>tanhx>§<:>x>§ln3

Concavita e punti di flesso.

Tralasciamo lo studio della derivata seconda, poiche si intuisce che v volge la concavita verso
'alto in (0,1). II punto x = 0 ¢ punto di flesso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (27).

Figure 27: Grafico della funzione f (x) = —%
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Esercizio 740

Studiare la funzione

1 ¢ 1
— __— parctan gh— 91
/() COShJZ‘e (91)

kokok

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione e definita per ogni = # 0, quindi X = (—o0,0) U (0, +00).
Intersezioni con gli assi

Vee X, f(z) >0= PP cyNu,

essendo ~ il grafico della funzione. Inoltre:

O=0¢X = AP cyny

Segno
Per quanto visto la funzione ¢ sempre positiva, per cui il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

: _ 1. parctan(+o0) _ m/2
xlgégr f(x)=1-¢ e

: _ 1 . parctan(—oo) _ ,—m/2
Tim f () =1-¢ e,

cosicché x = 0 € un punto di discontinuita di prima specie, con salto

5(0) = ™2 — ¢7™/2 = 25inh (g)

Comportamento all’infinito:

earctanO+ 1+ N
1' pr— pu— pr— 0
arctan 0~ 1~
lim f(z) = ¢ = =0%,
T——00 —00 —00

per cui I'asse x € asintoto orizzontale.cosicche le rette y = £1 sono asintoti verticali.
Derivate
Derivata prima:

60



d 6arctanﬁ
/ [ — S
@) = dx ( cosh z >

reton i | e - (g ) | cosha —sinh - e
N cosh? z
B _earctan ﬁ o sinh T - earctan ﬁ
sinh? z-+1—cosh? & cosh? r
1 +sinhz
= — r) ———
I () cosh x
Derivata seconda:
1 +sinh x d 1+ sinhzx
" ) = — / o) — ) —
(@) F@) coshz ul )d:U cosh z
Calcoliamo:
d 1+sinhz cosh? z — sinh 2 (1 + sinh z)
dr coshz cosh?
B 1 —sinhx
~ cosh’z '
quindi:
1+ sinhz) 1 —sinhz
"(x) = f(x (— — f(x) ———
(@) = f(z) cosh? r cosh? r
3+ sinhz .
= f(r) ———sinhx
cosh” x

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f":

f(x)=0<=sinhz=—-1l<=¢e"—e " =2

Poniamo e* = ¢:

P12 -—1=0c=t=—-1+V2

Scartando la soluzione < 0:

tz\/§—1:>x:1n<\/§—1>

Studio del segno:

f’(:c)>0<:>sinhx<—1<:>:c<ln<\/§—1>
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Quindi la funzione e strettamente crescente in (—oo, In (\/§ — 1)) ed ¢ strettamente decres-
cente in (In (\/§ —1),400) — {0}. Il punto z =In (V2 - 1) & di massimo relativo:

M <1n (\/5 — 1> , 1\/::/ze_”/4>

Concavita e punti di flesso.
Zeri di f":
f'(x) =0 <= sinhz (3 +sinhz) =0 <j)> sinhz = -3<=¢"—e " =—6

Poniamo t = e*:

P2r6t—1=0=—=1t=-3+10

Scartando la radice < 0:
6x:\/ﬁ—3=>$:ln<\/1—0—3)
Segno della f”:
1" (2) > 0 <= sinhz (3 + sinhz) > 0 4= x € (~00,0) U (In (V10 - 3) , +00)

Quindi 7 & concavo in (—o0,0)U (In (v/10 — 3) , +00). Il punto z; = In (v/10 — 3) & di flesso.

(3 — \/E) arctan%
F(ln(\/TO—:%),me )

Determiniamo infine il comportamento della derivata prima in un intorno di x = 0:

1+ sinh x
li ! =— |1 | lim | = ™2
xir(% F(@) LL%L / (x)] LE& coshzx } €
1 + sinh z
li ! =— 1|1 ] lim | = /2
a0 /@) LH{? / (:c)} LE& coshz } ‘

Tracciamento del grafico.
Il grafico completo e riportato in figura (28).
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Figure 28: Grafico della funzione f () = ——e"*" sne
cosh @

63



