Esercizio 691

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studio della funzione:

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (0, +00).
Intersezioni con gli assi

In?x

—lnz=0

f(z) =0

Per risolvere tale equazione poniamo:

t=Inzx
Quindi:

12 t
E—t:0<:>t(§—1):0<:>t:0,t:2

Ripristinando la variabile x:

t=0=hr=0=—=2x=1

t=2=—lnz=2=—12=2¢>

Percio:

A(1,0), B(e2,0) eEynNx

Inoltre:

0=2x¢X=3FPcyny
Studio del segno

2

f(z) >0« —Inz >0

Eseguendo nuovamente il cambio (3):

2

§—t>0<:>t<0,t>2

che corrispondono a



Inzr <0< ze€(0,1) (7)
Inz>2<+=xe(2+00),

cio implica:

f(x)>0«<=2€(0,1)U(2,+00)

per cui il grafico giace nel semipiano y > 0 per z € (0,1) U (2,400), e nel semipiano y < 0

per z € (1,2).
Comportamento agli estremi
Abbiamo:
. . In® z
xlirghf(:z:)leir&( 2 —lnx> - (8)

Poniamo: t =Inz

lim f(z) = 1 r t lim 2 (L1 +
1m r) = 111m —_ — = 1m - — — = oo
x—0t t——00 2 t——00 2 t ’

quindi 'asse y e asintoto verticale.

lim f(z)= lim (—2 — t> = +00,

T——400 t——+00

Esaminiamo la presenza di eventuali asintoti obliqui:

2
S ] C) B, (m_x_hl_x>

z—+oo I z—+too \ 2x x
. In?x . Inz
= lim — lim —,
z—+oo 2T T—+oo I
2
. In“x oo g .. Inx oopmg .. 1
lim =—=lim —=—= lim —=0
T—+oo 2T 00  z—otoo I 00  T—otoo I

percio:

m = 0 = 3 asintoti obliqui

Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

ey =2 )
() = 2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Calcoliamo gli zeri di f' (z):



fz)=0<=hr=1<=z=c¢

pertanto x = e € un punto estremale.
Studiamo il segno di f’ (z):

Inz—1

f(z) >0+

per cui la funzione ¢ strettamente crescente in (e, +o00) ed ¢ strettamente decrescente in
(0,e). Quindi = e & punto di minimo relativo per f. Ed & anche punto di minimo assoluto:

>0<= 1z € (e,+0),

Studio della derivata seconda
Determiniamo gli zeri di f” (z):

f'"(r)=0<=Ihr=2<=ax=2¢

Il segno della derivata seconda:

[ () >0<=hr<2<=z¢€ (0,¢),

per cui 7 & concavo verso l'alto in (0, e?) e concavo verso il basso in (e?, +00). Percio x = €2
e punto di flesso. Notiamo che tale punto & uno zero di f (x), quindi il flesso ¢ il punto B

(eq. b).
Il grafico completo ¢ riportato in figura (1).

Esercizio 698

Studiare la funzione

f(z) =Inz — arctan (10)
K koK
Soluzione
Insieme di definizione
Per la presenza del logaritmo la funzione ¢ definita per = > 0, quindi X = (0, +00).
Intersezioni con gli assi
f(x) =0<«= Inx = arctanx (11)

La (11) va risolta per grafica o numerica, ottenendo la radice o ~ 3.69. Quindi A («,0) €
v Nz, essendo 7 il grafico della funzione. Inoltre:

0=x¢X=3FPcyny
Studio del segno



Figure 1: Grafico della funzione f (z) = % —Inx

f(x) >0«<=Ilnx > arctanz <=z € (a, +00),

giacche Inz e arctan x sono strettamente crescenti.

Il grafico giace nel semipiano y > 0 per x € («, +00) e nel semipiano y < 0 per = € (0, a).
Comportamento agli estremi

La funzione diverge negativamente per x — 07:

111%1+ f(xz)=(—00) +0=—o0,

quindi 'asse y € asintoto verticale.
La funzione diverge positivamente per x — +oc:

Jim_f (@) = (+00) = T = o

Calcoliamo:

T Inz arctanz
m = lim f(): lim ( — ):0,
r——+400 €T r——400 €T €T

quindi il grafico e privo di asintoti obliqui.
Calcolo delle derivate



Un calcolo diretto porge:

2
, ot —x+1
f (:L‘)— a:(1+x2)
f,,<x>__:174—2x3+2x2+1
22 (22 +1)°

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(x)>0

Per cui la funzione ¢ strettamente crescente in X.
Concavita e punti di flesso.
Risulta:

Vee X, f"(z) <0

Quindi il grafico e concavo verso il basso.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (2).

Figure 2: Grafico della funzione f () = Inz — arctanz

(12)



Esercizio 699

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

f (z) = arctan (Inz) (13)

*okok

Soluzione

Insieme di definizione

Per la presenza del logaritmo la funzione & definita per = > 0, quindi X = (0, +00).
Intersezioni con gli assi

fx)=0<=hr=0<=z=1= A(1,0)eynuz (14)

Inoltre:

0=x¢X=3FPcyny
Studio del segno

f(x)>0<=Inz>0<=z € (1,+00),

Il grafico giace nel semipiano y > 0 per x € (1,400) e nel semipiano y < 0 per z € (0, 1).
Comportamento agli estremi
La funzione converge per z — 0%:

m
l. p— t —_ —_ -
lim f (z) = arctan (—o0) 5

cosicché x = 0 € un punto di discontinuita eliminabile. Quindi:
B arctan (Inz), se xz >0
f(:):)—{_g7 sex =0
Pertanto B (—%, O) eEvynNuy.

La funzione converge per x — +00:

lim f(x) = arctan (+00) =

T—+00

e

quindi la retta 2y = 7 e asintoto orizzontale.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

B 1
v = $(1+1n2$)
" (1+1nx)2
f (x) = - 2 2
2 ((1+1n :1:))

(15)




Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(z)>0

per cui la funzione ¢ strettamente crescente in X.
Esaminiamo il comportamento di f’(x) nel punto z = 0:

1 x !
"(0)= lim ———— = lim ———
f+() x—>0+x(1+ln2x) e—0+ 1+ In’x
1 -1 1 1
S A T Z‘—:Eg—lim—:—i—oo,
00 2 z—0+ Inx 00 2 20+ T

cioe il grafico “parte” dal punto B (0, —E) con tangente verticale.

2
Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

1
M) =02 =-
e
Studiamo il segno della derivata seconda:
1 1
f (x)<0<:>x€X—{—}
e

Resta 'ambiguita sul punto x = %, poiché non si tratta di un punto di flesso. Determinando
con un qualunque programma di calcolo le derivate fino al quarto ordine, vediamo che:

Q) () () -o ()=

Da cio segue che nel punto x = % il grafico & concavo verso il basso. Allo stesso risultato
si giunge intuitivamente, poiche la funzione ¢ ivi strettamente crescente e il grafico deve
necessariamente essere concavo verso il basso, poiche ¢ tale in ogni intorno di x = %
Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (3).

Esercizio 700

Studiare la funzione

f (z) = In (arctan z) (16)

KKk

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione & definita su tutto R, quindi X = (—o0, +00).
Intersezioni con gli assi



Figure 3: Grafico della funzione f (z) = arctan (Inx)

f(x)=0«<= arctanz =1l <=z =a~1.56 = A(a,0) e yNx

Inoltre:
0O=z¢X=3Pcyny

Studio del segno
f(z) >0 <= arctanz > 1 <=z € (o, +0),

Il grafico giace nel semipiano y > 0 per x € («, +00) e nel semipiano y < 0 per x € (0, al).

Comportamento agli estremi
La funzione diverge negativamente per x — 07:

r—0t ( ) ’
COSiCChé l’asse Yy é asintoto Verticale.

Pertanto B (—%, 0) eEvnNuy.
La funzione converge per x — +00:

lim f(x)= lng,

r—+00

quindi la retta y = In § ¢ asintoto orizzontale.



Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

/(@) = ! (17)

(1 + 22) arctan x
1+ 2z arctanx
7 (@) = -

(14 22)* (arctan z)?

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(x)>0

per cui la funzione ¢ strettamente crescente in X.

Concavita e punti di flesso.

Osserviamo che zarctanx > 0, Vx € X. Pertanto la derivata seconda non si annulla mai in
X. Piu precisamente e sempre < 0, quindi v € concavo verso il basso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo e riportato in figura (4).

Figure 4: Grafico della funzione f (z) = In (arctan z)

Esercizio 701

Studiare la funzione



f (ZL’) — 6arctamar: (18)

kokosk

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione e definita su tutto R, quindi X = (—o0, 4+00).
Intersezioni con gli assi

AreX|f(r)=0<PpPcynx

Inoltre:

f(0)=1=(0,1)eyny
Studio del segno

Vee X, f(z)>0

Il grafico giace nel semipiano y > 0
Comportamento agli estremi
La funzione converge per x — +o00:

lim f(z)=€"?

Tr—-+00

quindi la retta y = e™/2 ¢ asintoto orizzontale a destra.

La funzione converge per x — —oo:

lim f(z)=e ™2,

T—+00

™/2 & asintoto orizzontale a sinistra.

quindi la retta y = e~
Calcolo delle derivate

Un calcolo diretto porge:

, _ earctanx

I = s (19
" B (1 _ 2[L‘) 6arctanx

f' () = (1 + 22)2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:

Vee X, f'(z)>0

per cui la funzione ¢ strettamente crescente in X.
Concavita e punti di flesso.
Zeridi f" (x):

10



f”(;c):o@x:%

Segno di f” (z):

() >0<=z¢€ (—oo,%),

per cui 7y € concavo veso l'alto in (—oo, 1) ed € concavo verso il basso in (%, —i—oo). Cio

2
implica che x = % e punto di flesso:

1 1
FlZ arctan<§)
(z)
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (5).

Figure 5: Grafico della funzione f (z) = e**ctn®

Esercizio 702

Studiare la funzione

f (I) — 6arctan% (20)

okok

11



Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione ¢ definita in X =R — {0}

Intersezioni con gli assi

PbreX|f(r)=0<=PPcynu

Inoltre:

0=0¢X = PP cyny
Studio del segno

Vee X, f(z)>0

Il grafico giace nel semipiano y > 0
Comportamento agli estremi

) 1 . 1
lim ez = ™2 lim e s =e

z—0t z—0—

Cioe x = 0 € un punto di discontinuita di prima specie. Il salto di discontinuita e:
g = 67r/2 . 6—71'/2

Si noti che la discontinuita non ¢ simmetrica.
La funzione converge per x — +o0:
arctan L arctan L

lim e =1, lim e s =

r—+00 T——00

quindi la retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale a destra e a sinistra.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

1
earctan p

f@) = - (21)
" B (1 + 21.) 6arctani
f (x) - (1 + .T2)2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:

Vee X, f'(z) <0

per cui la funzione ¢ strettamente decrescente in X.
Determiniamo la derivata sinistra e destra in z = 0:

f(0) = lim f'(z) = —e /2

rz—0~

£1(0) = lim f'(z) = —e™?

z—0t

12



Possiamo ora scrivere le equazioni delle semirette tangenti a sinistra e a destra nel punto di
discontinuita z = 0.

T )y=e %1 —2x)
) Y= em/? (1—z)

Concavita e punti di flesso.
Zeri di f"(x):

f”($)=0<:>x:—%

Segno di f” (z):

f(x) >0<=z¢€ (—%,+oo) ,

per cui v € concavo veso l'alto in (—%, +oo) ed & concavo verso il basso in (—oo, —%) Cio
implica che x = —% e punto di flesso:

1
Fl-Z arctan 2
(2
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (6).

Esercizio 703
Studiare la funzione
f (z) = arctan (el/“) (22)

okosk

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione & definita in X = R — {0}
Intersezioni con gli assi

f)=0<=¢e""=0 mail = APecynz

Inoltre:

0=0¢X = AP cyny
Studio del segno

Vee X, f(z)>0

Il grafico giace nel semipiano y > 0

13



arctan 1
T

Figure 6: Grafico della funzione f (z) =e

Comportamento agli estremi

. 1/z\ __ E_ . 1/z\ _ 0+
xlg& arctan (e ) =3 mli%{ arctan (e ) =0

Cioe x = 0 € un punto di discontinuita di prima specie. Il salto di discontinuita e:

T
5= —
2

Si noti che la discontinuita non e simmetrica.
La funzione converge per x — +oc:
Tt Tt

Il_{rfoo arctan (el/m) =71 xEIPOO arctan (61/‘”) =7

quindi la retta y = 7 ¢ asintoto orizzontale a destra e a sinistra.

Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

. el/a:
I =—mayan
() = e/ [14 2z + €7 (22 — 1))

(1 + e2/z)” g

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

14

(23)



Studio del segno:

Vee X, f'(x) <0

per cui la funzione e strettamente decrescente in X.
Determiniamo la derivata sinistra e destra in z = 0:

£L(0) = Tim f () =0
£1.(0) = Timy f' () = 0

Quindi v “arriva” in x = 0~ con tangente orizzontale, e “parte” da z = 0% con tangente
orizzontale
Concavita e punti di flesso.
Zeri di f" (x):
ff@)=0=1420+¢e¥* (20 -1)=0

Risolvendo numericamente, troviamo le radici:

a~—048, 0= —«
Segno di f” (z):

f"(x)>0<:>{ 1+2$+6;/;<20f”‘1>>0 — € (,0) U (B, +00),

per cui v ¢ concavo veso l'alto in (a,0) U (5, 4+00) ed ¢ concavo verso il basso in (—oo, o) U
(0, 3). Cio implica che z = a e © = 3 sono punti di flesso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (7).

Esercizio 704

Studiare la funzione

1

J )= " In(arctanz + 1) (24)

kokosk

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

{ arctane +1>0"__ v 1101,0)U (0, +00)

arctanz + 1 # 1

Intersezioni con gli assi

15



Figure 7: Grafico della funzione f (z) = arctan (e'/*)

PreX|f(x)=0= PPecynz

Inoltre:

O=z¢X=3Pcyny
Studio del segno

f(x) >0« arctanz + 1> 1 <=z € (0, +0)

Il grafico giace nel semipiano y < 0 per x € (0,400), e nel semipiano y > 0 per x €
(—tan1,0).
Comportamento agli estremi

1 1
lim )= — = — =0t,
z—(—tan1)" f ) In 0+ —00
cosicche x = —tan 1 € una discontinuita eliminabile.

lim f(x)=—o0, lim f(z)= 400,

z—0t z—0~

per cui I'asse y e asintoto verticale.
La funzione converge per x — +00:

16



1m1f@yzaf%7

T——+00

247
Ty ( 12 ) ¢ asintoto orizzontale a destra.
n 2+
Calcolo delle derivate

Calcoliamo solo la derivata prima:

quindi la retta y =

1
(1+ 22) (1 + arctan z) [In (arctan z + 1)]°

[ (@) = (25)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:

VeeX, f(z)>0

per cui la funzione e strettamente crescente in X.

Determiniamo la derivata destra in £ = — tan 1:
' . 1
fi(=tanl) = lim 5
e—(—tan)* (1 + 22) (1 + arctan z) [In (arctan z + 1)]

1 1
e—(—tan)* (1 +2?) 2(—tan)* (1 4+ arctanz) [In (arctan z + 1)]

2

Il primo limite non produce indeterminazione, quindi calcoliamo il secondo ponendo t =
1 4 arctanz, e cio implica t — 0% se © — (—tan1)"
1 . 1

lim 5 = lim ———
z—(—tan1)* (1 + arctan z) [In (arctan z + 1)] t—0t tIn“t

Siccome limy_,otIn*¢ = 07, si ha:

1
lim 5 = +00,
e—(—tan1)* (1 + arctan z) [In (arctan z + 1)]
donde:
fi(—tanl) = 400
Quindi v “parte” da x = —tan 1 con tangente verticale orientata verso 'alto.

Concavita e punti di flesso.

Non abbiamo determinato la derivata seconda, per cui deduciamo i punti di flesso dal com-
portamento di f(x). Siccome 7 “parte” da z = —tanl con tangente verticale orientata
verso l'alto, segue che esiste un flesso in z¢ € (—tan 1,0), risultando 7 concavo verso il basso
in (—tanl,xs) e concava verso l'alto in (zf,0). In (0,400) v volge nuovamente la concavita
verso il basso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (8).

17



Figure 8: Grafico della funzione f (z) = — L

In(arctan x+1)

Esercizio 705

Studiare la funzione

f (z) = arctan <el/x2>

XKk

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = (—o0,0) U (0, +00).
Simmetrie

La funzione ¢ pari: f(—z) = f (z).

Intersezioni con gli assi

PreX|f(x)=0= PPecynz

Inoltre:

0=2x¢X=3FPcyny
Studio del segno

Vee X, f(z)>0

18
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Il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

. ™\~ . ™\ . -
Jim f0)=(3) lm S @)= (5) = lmi@=(3)
cosicche = 0 € una discontinuitd eliminabile.
La funzione converge per x — +00:

lim f(z)= arctan <60+>

xr——+00

I
VS
N
N—

+

e in forza della parita:

lim f(x) = arctan <60+> = <E>+

T— —00 4
- s . . .
quindi la retta y = 7 ¢ asintoto orizzontale sia a destra che a sinistra.

Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

, B 2¢l/e’
fi(z) = G (27)
2e1/+* [2 + 322 4 2/*" (322 — 2)]
f"(2) = (28)

20 (1+ 62/””2)2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:

f(x)>0<=2<0

per cui la funzione ¢ strettamente crescente in (—o0,0) ed ¢ strettamente decrescente in
(0, +00).
Determiniamo le derivata destra e sinitra in z = 0:

. . 261/:p2
== ey =°
261/232

(per il calcolo si suggerisce il cambio di variabile ¢ = %)

Quindi vy “arriva” e “parte” da x = 0 con tangente orizzontale.

Concavita e punti di flesso.

Lo studio della derivata seconda e complicato, per cui deduciamo i punti di flesso dal com-
portamento di f (z). Siccome ~ “arriva” e “parte” da x = 0 con tangente orizzontale, segue
che esistono due flessi simmetrici rispetto all’asse y, con |z| ~ 2/3.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (9).
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Figure 9: Grafico della funzione f (z) = arctan (61/ x2>

Esercizio 706
(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

f (z) = arcsine”
Kook
Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione ¢ definita in X = (—o0,0) U (0, +00).
Simmetrie
La funzione e pari: f(—z) = f (x).
Intersezioni con gli assi
PreX|f(x)=0= PPcynuz

Inoltre:

0=2x¢X=3PPcyny
Studio del segno

20
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Vee X, f(z)>0

Il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
La funzione e infinitesima per r — —oc:

lim f(z) = arcsin0" = 0",

T——0Q
quindi I’asse x € asintoto orizzontale a sinistra.

Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

Fo=n—=
I (@) = ——
(1— e

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:

VeeX, f'(z) >0

per cui la funzione ¢ strettamente crescente in X.
Determiniamo le derivata sinistra in x = 0:
eCE
/ .
0) = lim —— = 40
£1.0) = lim -

Quindi vy “arriva” a z = 0 con tangente verticale orientata verso l’alto.
Concavita e punti di flesso.
Segno della derivata seconda:

Ve e X, f"(z) >0,

per cui il grafico volge la concavita verso 'alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo e riportato in figura (10).
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Figure 10: Grafico della funzione f (z) = arcsin e”
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