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1 Definizione assiomatica

Sia E un insieme non vuoto e K un campo (ad esempio, R o C). L’insieme E è
uno spazio vettoriale (e i suoi elementi si dicono vettori) se sono definite una
legge di composizione interna χ e una legge di composizione esterna η:

χ : E × E 7−→ E (1)

η : K × E 7−→ E

La prima delle (1) si chiama addizione di vettori e si indica con +. Quindi:

+ : (u,v) ∈ E × E 7−→ u + v = w ∈ E (2)

L’operazione (2) verifica le seguenti proprietà:

1. Proprietà commutativa.

∀u,v ∈ E, u + v = v + u

2. Proprietà associativa.

∀u,v,w ∈ E, u + (v + w) = (u + v) + w

3. Esistenza dell’elemento neutro.

∃0 ∈ E : ∀u ∈ E, u + 0 = u

4. Esistenza dell’opposto

∀u ∈ E,∃ (−u) ∈ E | −u + u = 0

La seconda delle (1) si chiama moltiplicazione di uno scalare per un vettore:

η : (λ,v) ∈ K × E 7−→ (λv) ∈ E (3)

L’operazione (3) verifica le seguenti proprietà:

I Proprietà distributiva rispetto alla somma vettoriale.

∀λ ∈ K, ∀u,v ∈ E, λ (u + v) = λu + λv

II Proprietà distributiva rispetto alla somma in K

∀λ, µ ∈ K, ∀v ∈ E, (λ + µ)v = λv + µv
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III Proprietà associativa

∀λ, µ ∈ K, ∀v ∈ E, λ (µv) = (λµ)v

IV Esistenza dell’elemento neutro

∃1 ∈ K : ∀v ∈ E, 1v = v

Per quanto detto, se le operazioni (1) verificano le proprietà 1, 2, 3, 4 e I, II, III,
IV, l’insieme E assume la struttura di spazio vettoriale su K. Gli elementi di K

si dicono scalari.

Esempio 1. Consideriamo l’insieme R
n delle n-ple ordinate di numeri reali:

R
n = {(x1, x2, ..., xn) : xi ∈ R, i = 1, 2, ..., n}

Definiamo l’operazione di addizione:

+ : (x,y) ∈ R
n × R

n 7−→ R
n

essendo:
x = (x1, x2, ...xn) , y = (y1, y2, ...yn)

Per definizione:
x + y = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)

Abbiamo

1. ∀x,y ∈ R
n, xi + yi = yi + xi (i = 1, 2, ..., n) =⇒ x + y = y + x

2. ∀x,y, z ∈ R
n, xi+(yi + zi) = (xi + yi)+zi, (i = 1, 2, ..., n) =⇒ x+(y + z) =

(x + y) + z

3. ∃0 = (0, 0, ..., 0) ∈ R
n : x + 0 = x

4. ∀x ∈ R
n, ∃ (−x) = (−x1,−x2, ...,−xn) ∈ R

n : −x + x = 0

L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore è così definita:

ax = (ax1, ax2, ..., axn) , a ∈ R

e verifica le proprietà:

I ∀a ∈ R, ∀x,y ∈ R
n, a (x + y) = ax + ay

II ∀a, b ∈ R, ∀x ∈ R
n, (a + b)x = ax + bx

III ∀a, b ∈ R, ∀x ∈ R
n, a (bx) = (ab)x
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IV ∀x ∈ R
n, 1x = x

Da ciò segue che con le operazioni sopra definite, l’insieme R
n è uno spazio

vettoriale sul campo reale R.

Esempio 2. Consideriamo l’insieme C
n delle n-ple ordinate di numeri complessi:

C
n = {(z1, z2, ..., zn) : zi ∈ C, i = 1, 2, ..., n}

Definiamo l’operazione di addizione:

+ : (z,w) ∈ C
n × C

n 7−→ C
n

essendo:
z = (z1, z2, ...zn) , w = (w1, w2, ...wn)

Per definizione:
z + w = (z1 + w1, z2 + w2, ..., zn + wn)

È evidente che:

1. ∀z,w ∈ C
n, z + w = w + z

1. ∀z,w,u ∈ C
n, z + (w + u) = (z + w) +u

2. ∃0 = (0, 0, ...0) ∈ C
n : z + 0 = z

3. ∀z ∈ C
n, ∃ − z = (−z1,−z2, ...,−zn) ∈ C

n : −z + z = 0

L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore è così definita:

az = (az1, az2, ..., azn) , a ∈ C

e verifica le proprietà:

I ∀a ∈ C, ∀x,y ∈ C
n, a (z + w) = az + aw

II ∀a, b ∈ C, ∀z ∈ C
n, (a + b) z = az + bz

III ∀a, b ∈ C, ∀z ∈ C
n, a (bz) = (ab) z

IV ∀z ∈ C
n, 1z = z

Da ciò segue che con le operazioni sopra definite, l’insieme C
n è uno spazio

vettoriale sul campo complesso C.
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Esempio 3. Sia MR (m × n) l’insieme delle matrici m × n su R. Introduciamo
in MR (m × n) l’operazione di addizione:

+ : (A,B) ∈ MR (m × n) × MR (m × n) 7−→ (A + B) ∈ MR (m × n)

Più precisamente:

(A = (aij) , B = (bij)) =⇒ A + B = (aij + bij)

L’operazione di addizione verifica gli assiomi:

1. ∀A,B ∈ MR (m × n), A + B = B + A

2. ∀A,B,C ∈ MR (m × n), A + (B + C) = (A + B) + C

3. ∃0 = (aij = 0) ∈ MR (m × n) | ∀A ∈ MR (m × n), A + 0 = 0 + A = A

4. ∀A = (aij) ∈ MR (m × n), ∃ − A = (−aij) ∈ MR (m × n) | −A + A = 0

Definiamo l’operazione moltiplicazione di uno scalare per una matrice:

η : (λ,A) ∈ R × MR (m × n) 7−→ (λA) ∈ MR (m × n)

Più precisamente:
λ ∈ R, A = (aij)) =⇒ λA = (λaij)

Tale operazione verifica gli assiomi:

I ∀λ ∈ R, ∀A,B ∈ MR (m × n) , λ (A + B) = λA + λB

II ∀λ, µ ∈ R, ∀A ∈ MR (m × n), (λ + µ) A = λA + µA

III ∀λ, µ ∈ R, ∀A ∈ MR (m × n), λ (µA) = (λµ) A

IV ∀A ∈ MR (m × n), 1A = A

Si conclude che MR (m × n) con le operazioni sopra introdotte assume la
struttura di spazio vettoriale su R.
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