Spazi vettoriali (parte 1)
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1 Definizione assiomatica

Sia E un insieme non vuoto e K un campo (ad esempio, R o C). L’insieme FE &
uno spazio vettoriale (e isuoi elementi si dicono vettori) se sono definite una
legge di composizione interna y e una legge di composizione esterna 7:

X:ExE+~—E (1)
n:KxE+—FE

La prima delle (1) si chiama addizione di vettori e si indica con +. Quindi:
+:(u,v)EEXxXEr—u+v=weE (2)
L’operazione (2) verifica le seguenti proprieta:
1. Proprieta commutativa.
Va,ve E, u+v=v+u

2. Proprieta associativa.

Vu,v,w€e E, u+ (v+w)=(u+v)+w

3. Esistenza dell’elemento neutro.

e F:YVueE, u+0=u

4. Esistenza dell’opposto
Vae E,3(—u) € E|—u+u=0

La seconda delle (1) si chiama moltiplicazione di uno scalare per un vettore:
n:(\v)eKXxEr—— (Av)€EE (3)
L’operazione (3) verifica le seguenti proprieta:

I Proprieta distributiva rispetto alla somma vettoriale.

VAie K,Vu,ve E, A(u+v)=Au+ Av

II Proprieta distributiva rispetto alla somma in K

V\pue K,V eE, (A\u)v=Av+uv



IIT Proprieta associativa
Vipe K, ¥WeE XNuv)=Apv
IV Esistenza dell’elemento neutro

JeK:VWeFE lv=v

Per quanto detto, se le operazioni (1) verificano le proprieta 1, 2, 3, 4 e I, 11, III,
IV, 'insieme E assume la struttura di spazio vettoriale su K. Gli elementi di K
si dicono scalari.

Esempio 1. Consideriamo l'insieme R" delle n-ple ordinate di numeri reali:
R™ = {(x1, 29, .cc,xp) 1 €ER, i =1,2,...,n}
Definiamo l'operazione di addizione:
+:(x,y) e R" xR" — R"

essendo:
X = (21,29, ...7n), ¥ = (Y1, Y2, ---Yn)

Per definizione:
X+y=(x1+y, T2+ Y2, ..., Tn + Yn)

Abbiamo
L.Vx,yeR" z;+y;=y;+a; 1=1,2,....n) = x+y=y+Xx

(x+y)+z

3. 30 =(0,0,...,0) eR":x+0=x
4. Vx € R", 3(—x) = (—x1, —T9, ..., —x,) ER": —x+x =10

L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore € cosi definita:

ax = (axy,axy,...,ax,), a€R

e verifica le proprieta:
[ Vae R, Vx,y e R" a(x+y)=ax+ay
II Va,b € R, ¥x € R", (a+b)x = ax + bx
III Va,b € R, ¥x € R", a (bx) = (ab) x



IV Vx e R", Ix =x

Da cio segue che con le operazioni sopra definite, 'insieme R™ & uno spazio
vettoriale sul campo reale R.

Esempio 2. Consideriamo I'insieme C” delle n-ple ordinate di numeri complessi:
C" ={(z1,22,,2n) : z €C, i=1,2,....,n}
Definiamo 'operazione di addizione:
+:(z,w) eC"xC"+— C"

essendo:
z = (21,20, ...2n) , W = (w1, wa, ... wy)

Per definizione:
z+w = (21 +wy, 22+ Wa, ..., 2, + wy)

B evidente che:
1.VzazweC",z+w=w-+1z
1. Vz,w,ue C", z+ (w+u) = (z+w)+u
2. 30=(0,0,..00€C":z2+0=12z
3.VzeC", d—z=(—2,—22,...,—2,) EC": —z2+2=0

L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore é cosi definita:

az = (az1,azy,...,az,), a€C

e verifica le proprieta:
[ VaeC,Vx,y € C", a(z+w)=az+aw
II Va,be C,Vze C", (a+b)z=az+ bz
III Va,b € C, Vz € C", a(bz) = (ab) z
IVVvzeCr lz=1z

Da cio segue che con le operazioni sopra definite, I'insieme C™ & uno spazio
vettoriale sul campo complesso C.



Esempio 3. Sia Mg (m x n) l'insieme delle matrici m x n su R. Introduciamo
in Mg (m x n) loperazione di addizione:

+:(A,B) € Mg (m xn) x Mg (m xn)+— (A+ B) € Mg (m X n)
Piu precisamente:
(A=(ai;), B=(by)) = A+ B = (a;+bi)

L’operazione di addizione verifica gli assiomi:

1. VA, BeMgr(mxn), A+ B=B+ A

2. VA,B,CeMgr(mxn), A+(B+C)=(A+B)+C

3. I0=(a;; =0) e Mg (m xn) | VAecMg(mxn), A+0=0+A=A

4. VA= (a;;) e Mg (m xn),I—A=(—a;) e Mrg(mxn)| —A+A=0
Definiamo 'operazione moltiplicazione di uno scalare per una matrice:

n:(AA) €RXMg(mxn)— (AA) € Mg (m xn)

Piu precisamente:

AeR, A= (a;)) = M= ()
Tale operazione verifica gli assiomi:
[VAER VA, BeEMg(mxn), A\(A+ B) =\ A+ B
IIVA\ueR VAeMg(mxn), A pu) A= A+ uA
III VA, p € R, VA € Mg (m x n), A(nA) = (Au) A
IVVAeMg(mxn), 1A=A

Si conclude che Mg (m x n) con le operazioni sopra introdotte assume la
struttura di spazio vettoriale su R.



