Spazi vettoriali
(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

1 Definizione assiomatica

Sia F un insieme non vuoto e K un campo (ad esempio, R o C). L’insieme E ¢
uno spazio vettoriale (e isuoi elementi si dicono vettori) su K se sono definite
una legge di composizione interna x e una legge di composizione esterna 7:

X:ExXE—E (1)
77:K><E»—>E

La prima delle (1) si chiama addizione di vettori e si indica con +. Quindi:
+:(u,v)EEXE+—— (u+v)€eF (2)
L’operazione (2) verifica le seguenti proprieta:
1. Proprieta commutativa.
Vu,ve E, u+v=v+u

2. Proprieta associativa.

Vu,v,we E, u+ (v+w)=(u+v)+w

3. Esistenza dell’elemento neutro.

0 E|VueFE, u+0=u

4. Esistenza dell’opposto
Vvae E,3(—u) € E|—u+u=0

La seconda delle (1) si chiama moltiplicazione di uno scalare per un vettore:
n:(\v)eEKXFE+—— (\v)€EFE (3)
L’operazione (3) verifica le seguenti proprieta:

I Proprieta distributiva rispetto alla somma vettoriale.

VAie K,YVu,ve E, A(u+v)=Au+ v

ITI Proprieta distributiva rispetto alla somma in K

VA pe K,V eE (A\tu)v=Av+uv



IIT Proprieta associativa
VA pe K, Vv e E XNuv)=Auv

IV Esistenza dell’elemento neutro
NeK:VWwek lv=v

Per quanto detto, se le operazioni (1) verificano le proprieta 1, 2, 3, 4 e I, 11, III,
IV, 'insieme E assume la struttura di spazio vettoriale su K. Gli elementi di K
si dicono scalari.

Esempio 1. Consideriamo I'insieme R” = R x R x ... x R delle n-ple ordinate

n
di numeri reali:

R™ = {(x1, 22, ..., ¥n) s 2 €R, i =1,2,...,n}
Definiamo 'operazione di addizione:
+:(x,y) ER" X R" — (x +y) € R"

essendo:
X = (21,29, ...7), ¥ = (Y1, Y2, ---Yn)

Per definizione:
Xt+y= (xl T Y1, T2 + Y2, 05 Ty +yn)

Abbiamo
Lvx,yeR" z;+yi=yi+x; (1=1,2,..,.n) = x+y=y+x

2. VX,y,z € Rn’ xl+(yz + Zi) = (mz +yi)+zi7 (Z = 1727 7n) :>X+(y + Z) =
(x+y)+z

3. 30 =(0,0,...,0) e R*" |Vx e R", x+0=x

4. Vx eR" I —x =(—21,—%2,...,—2,) ER" | —=x+x=0

L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore é cosi definita:
ax = (ary,arsy,...,ax,), a€R
e verifica le proprieta:
[ VaeR,Vx,y € R", a(x+y)=ax+ay
IT Va,b € R, Vx € R", (a + b) x = ax + bx
III Va,b € R, ¥x € R", a (bx) = (ab) x
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IV Vx e R", Ix =x

Da cio segue che con le operazioni sopra definite, 'insieme R™ & uno spazio
vettoriale sul campo reale R.

Esempio 2. Consideriamo I'insieme C” delle n-ple ordinate di numeri complessi:
C" ={(z1,22,,2n) : z €C, i=1,2,....,n}
Definiamo 'operazione di addizione:
+:(z,w) eC"xC"+— C"

essendo:
z = (21,20, ...2n) , W = (w1, wa, ... wy)

Per definizione:
z+w = (21 +wy, 22+ Wa, ..., 2, + wy)

B evidente che:
1.VzazweC",z+w=w-+1z
1. Vz,w,ue C", z+ (w+u) = (z+w)+u
2. 30=(0,0,..00€C":z2+0=12z
3.VzeC", d—z=(—2,—22,...,—2,) EC": —z2+2=0

L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore é cosi definita:

az = (az1,azy,...,az,), a€C

e verifica le proprieta:
[ VaeC,Vx,y € C", a(z+w)=az+aw
II Va,be C,Vze C", (a+b)z=az+ bz
III Va,b € C, Vz € C", a(bz) = (ab) z
IVVvzeCr lz=1z

Da cio segue che con le operazioni sopra definite, I'insieme C™ & uno spazio
vettoriale sul campo complesso C.



Esempio 3. Sia Mg (m x n) l'insieme delle matrici m x n su R. Introduciamo
in Mg (m x n) loperazione di addizione:

+:(A,B) € Mg (m x n) x Mg (m x n) — (A+ B) € Mg (m x n)
Piu precisamente:
(A= (ay), B=(by)) = A+ B = (a;+by)
L’operazione di addizione verifica le seguenti proprieta:
1. VA, BeMgr(mxn), A+ B=B+ A
2. VA,B,C e Mg (mxn), A+(B+C)=(A+B)+C
3. 30 =(a;; =0) e Mg (m xn):VAeMg(mxn), A+0=0+A=A
4. VA = (a;j) e Mg (m xn),I—A=(—a;;) e Mg (mxn): —A+A=0
Definiamo 'operazione moltiplicazione di uno scalare per una matrice:
n:(AA) €RXMg(mxn)— (M) € Mg (m x n)
Piu precisamente:
(A eR, A=(a;)) = N = (Aayy)
Tale operazione verifica le seguenti proprieta:
IVAER VA, BeMg(mxn), A\(A+ B) =\ A+ B
IVY\peR VAeMg(mxn), A+ u) A= A+ puA
I YA, p € R, VA € Mg (m xn), A(nA) = (Au) A
IVVAeMg(mxn), 1A=A

Si conclude che Mg (m x n) con le operazioni sopra introdotte assume la
struttura di spazio vettoriale su R.

Esempio 4. Sia P, [z] I'insieme dei polinomi su R di grado minore o uguale di
n € N. Prendiamo ad arbitrio due elementi di tale insieme:

P (T) = ag + a1z + axx® + ... + apa™
¢ (z) = by + b1w + box® + ... + b2,

essendo m,r < n. Definiamo ’addizione tra polinomi:
+ 1 (pm (), qr (%)) € Py [2] X Py [2] — (pm (2) + ¢r () € Py [7]
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Senza ledere la generalita, supponiamo che m < r:

Pm (7) + ¢ (2)

= (ag + bo) + (a1 +b1) x + (ag + ba) 2° + ... + (@ + b)) ™ + bpr2™ ™ + ..+ ba”
L’operazione di addizione verifica le seguenti proprieta:
L Vo (%), q- () € P (2], pu () + ¢ (2) = ¢ () + pin (2)

3. 30 = 0+ 02+ 02% + ...+ 02" (Vh < n): Vp,, (z) € Py [z], pm () +0 = p, (1)

4 Y (@) = (S ag7) € Pulal, 3= po (@) = (S (—a5)27) € Pala] |
—pm () + P () =0
Definiamo 'operazione moltiplicazione di uno scalare per una polinomio
n: (A pm(2)) €ER X P, 2] — (Apm (2)) € Py, [7]

Piu specificatamente:

Pm (T) = in:a]xj = A\pm (T f: (Aaj)x
j=1 j=1
Esempio 5. Tale operazione verifica le seguenti proprieta:
I VA €R, Ypn (z), ¢ () € P[], A(pm (2) + ¢ (2)) = Apm () + Agy (2)
VA, 1 € R, Vpm () € Pu ], (A+ 1) pm (2) = Apm (2) + ppm (2)
L VA, p € R, Vi, () € Pu (2], A(ppm (x)) = (A) pm (x)

IV Vpp (x) € P[], 1pm () = pm (2)

Da cio segue che 'insieme P, [z] con I'operazioni sopra introdotte assume
la struttura di spazio vettoriale su R.

Esempio 6. Sia F (a,b) I'insieme delle funzioni reali di variabile reale definite in
[a,b] CR:
feF(a,b)= f:la,b— R
Definiamo 1’addizione:
+:(f,9) € Fla,b) x F(a,b) — (f +9) € F(a,b) (4)
Piu specificatamente:
(f+9) () = f(z)+9g()

La (4) verifica le seguenti proprieta:



1.Vfige F(a,b), f+g=9g+ f
2.Vf,g,he Fa,b),f+(g+h)=(f+g) +h
3. 30 = 0 (funzione identicamente nulla): Vf € F (a,b), f +0 = f
4. VfeF(a,b),a—f:—f+f=0
Definiamo I'operazione moltiplicazione di uno scalare per un elemento di F (a, b):
n: (A f) € RxF(a,b) — (Af) € F(a,b)
Precisamente:
(Af) (@) = Af (2),
e verifica le seguenti proprieta:
IVAER,Vf,g€ F(a,b), \(f+g9) =+ )\g
I VN peR VfeF(ab), Ap)f(x)=X (z)+ ug ()
I VA, p e R, Vf € F(a,b), A(uf) = (M) f(2)
IV VfeF(ab), 1f=f

Con le operazioni sopra introdotte, F (a,b) assume la struttura di spazio

vettoriale.
koK
Sia F uno spazio vettoriale su K.
Proposizione. VA € K, \0=0
Proof. A0 = X(0+0) = A0+X0 =X0=0 O
Proposizione. Vv € £, O0v=0
Proof. O0v = (04 0) v =0v + 0v =0v =0 O



2 Dipendenza ed indipendenza lineare di vettori
Sia E uno spazio vettoriale su K. Consideriamo il sistema di vettori:

Y ={vi, vy, ..,v,.}, conr e N—{0}

Presi ad arbitrio r scalari \; € K (i = 1,2,...,r), il vettore:

VvV = )\1V1 + /\QVQ + ...+ >‘7"V7"7

si chiama combinazione lineare dei vettori di 3. Equivalentemente si dice che
v dipende linearmente dai vettori vy, vs, ..., v, (o dal sistema ).
Cio premesso, abbiamo la seguente:

Definizione. ¥ ¢ linearmente indipendente se:
MVi+Xve+ ..+ v, =0= X\ =X =..= )\, =0 (5)
Nel caso contrario diremo che ¥ ¢ linearmente dipendente. Cioé:
F(A1, A2y ooy Ar) #(0,0,...,0) | AMqvy + Aava + .. + A v, =0 (6)

Esempio 7. Assegnato lo spazio vettoriale R? (cfr esempio 1 per n = 3), mostrare
che il sistema di vettori ¥ = {vy, v, v3} con

3
Vi = (2, 1,2) , Vo = (7, —573) , V3 = (—3, 1, —1) s (7)

é linearmente dipendente.
Soluzione 8. Consideriamo ’equazione vettoriale:
)\1V1 + )\2V2 + )\3V3 = 0, (8)

equivalente a:
3
A (2,1,2) + Ay (7, —5,3) + A3(—3,1,—-1) =(0,0,0),

le cui componenti formano il sistema lineare omogeneo:

21 + Thy — 3X3 = 0 (9)

)\1—2)\2+)\3:0

20 +3X — A3 =0



La matrice dei coefficienti del sistema (9) é:

2 7 -3
A=|1 -3/2 1
2 3 -1

La caratteristica del sistema 9 ¢ p = r (4) = 2, per cui tale sistema ammette oo’
soluzioni proprie. In altri termini 3 (Ay, Ay, A3) # (0,0,0) : Z?:1 Aiv; = 0, per
cui ¥ = {v;} ¢ linearmente dipendente.

Esempio 9. Assegnato lo spazio vettoriale R?, mostrare che il sistema di vettori
Y = {vy, vq,v3} con

1
Vi = (2, ]_,2) , Vo = (7, —573) , V3 = (—37 1, —1) s (10)
¢ linearmente indipendente. Esprimere altresi il vettore vy = (1,1, —1) come
combinazione lineare di .

Soluzione 10. Procedendo come nell’esercizio precedente, abbiamo il sistema
lineare omogeneo:

2M1 +TAo —3X3 =0 (11)
1
)\1 - 5)\2 + )\3 = O
20 + 3 — A3 =0,

la cui matrice dei coefficienti é:

2 7 -3
A=|1 -1/2 1
2 3 -1

Qui & det A = 4, percid p = 3 = n (numero di incognite). Pertanto il sistema 11
ammette solo la soluzione impropria (A1, Ag, A3) = (0,0,0); da cio segue che X ¢
linearmente indipendente. Per la seconda domanda, poniamo:

V4 = [41V1 + oV + [43V3

Tale equazione vettoriale puo essere scritta come:

1 1
241 (27 17 2) + 2 <77 _57 3) + J25] (77 _57 3) = (]-7 17 _1) )
le cui componenti formano il sistema lineare non omogeneo:
20+ T =33 =1 (12)
1
AM—=X+A3=1

2
2N\ + 3N — A3 = —1,



Il sistema 12 ¢ manifestamente di Cramer, ammettendo 'unica soluzione:

5
(,ula,u%,US) = (_57375) )

donde:

vy = —gvl + 3vy 4+ bvy
Proposizione. (0 € ¥X) = (X ¢ linearmente dipendente)
Proof. 3h € {1,2,...,r} | vj, = 0. Quindi:
VAp € K—{0}, Ovi+0ve+...+0v, 1+ A0+0vp+...4+40v, =0

Abbiamo cosi trovato una 7-pla di scalari (0,0, ...0, Ap, 0, ..., 0) non tutti nulli tali
che >, Apvi = 0, donde Dasserto. O

Proposizione. (Iv,, vy € X | vy, = pvy, p € K — {0}) = (X ¢ linearmente dipendente)

Proof. Senza perdita di generalita, supponiamo che h < k. Eseguiamo la combi-
nazione lineare di vettori di  :

OV + .. + (=) Vi + oo + v + ... + 0v,
= —puvg + puvy +0
= (—p+ 1) vi
= 0vy
=0
In questi passaggi abbiamo applicato la proposizione 1 e la proprieta distributiva

dell’operazione - rispetto all’addizione di scalari. Abbiamo quindi trovato una
r-pla di scalari:

(s ooy Ay ooy Moo Ar) = (0, =1, g1y, 0) # (0,..,0,...,0,....0) | Y A\iv; =0,
=1

donde !’asserto. ]
Proposizione. (X ¢ linearmente dipendente) <= (3¥' C ¥ | ¥’ ¢ linearmente dipendente)

Proof. La condizione & necessaria.
Hp: 3%’ C ¥ | ¥’ ¢ linearmente dipendente.
Th: ¥ é linearmente dipendente
Sia:
E, = {Vhl,VhQ, P Vhp} s
essendo:
hie{l,2,..,r}, i=1,2,.p<r
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Per ipotesi 3 ()\hl, Ahyy ooy )\hp) #(0,0,...0) |

hyp
Z /\ka =0

k=h1

Posto H = {hy, ha, ..., h,}, si consideri la seguente combinazione lineare:

ET:A;CV;C = Z)\kvk + ZOVk =0
k=1

keH k¢ H

Abbiamo cosi trovato una r-pla di scalari non tutti nulli tali che 22:1 AV = 0,
donde la tesi.

La condizione é sufficiente

(X ¢ linearmente dipendente) = (3X' C ¥ | ¥’ ¢ linearmente dipendente)

E banale, poiché ¥ D 3. Quindi, posto ¥’ = ¥, segue la tesi. [l

Proposizione. | 3h € {1,2,..,r} | v = Zﬂkvk — (
k=1

k#h

) é linearmente
dipendente

Proof. Dimostriamo 'asserto per vy, # 0; nel caso contrario si riduce alla propo-
sizione 2.
Esplicitando la sommatoria:

Vi — [1V1 — f2Ve — o = fp Vo1 — Uap1Vigl — oo — Ve = 0
Riordinando i singoli termini:
—H1V1 — floVe — . = i 1Vh—1 + Vi — a1 Vaer — o — eV =0
Cioé:
EI (/\17 /\2, ceey >\h—17 )\h, /\h+17 ceey >\r) = (—,ul, — M2, ...y, —HUp—1, 1, MHh41y -y MT) | Z/\kvk = O
k=1

La r-pla di scalari (—p1, —fto, ooy —ftn—1, 1, flas1, ---, fbr) € non nulla. [l

3 Sottospazio vettoriale generato da un numero
finito di vettori

Sia E uno spazio vettoriale su K. Consideriamo un insieme H # () e tale che
H C E. Diremo che H ¢ un sottospazio vettoriale di E se:
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I.Vw,2weH, (v+w)eH
2.VWwe H VYV NeK, (\&)eH

[ punti 1 e 2 si esprimono dicendo che I'insieme H ¢ chiuso rispetto alle operazioni
di addizione tra vettori e di moltiplicazione di uno scalare per un vettore.

Proposizione. Il vettore nullo appartiene ad ogni sottospazio vettoriale di F.
Proof. Sia H un qualunque sottospazio di E. Cio implica:

Vw,weH, (v+w)eH
Prendiamo w = —v, per cui 0 € H, per ogni H sottospazio di F. O
Corollario 11. L’insieme Hy = {0} ¢ un sottospazio di ogni spazio vettoriale F.

Proof. Sia E uno spazio vettoriale su K. Risulta: 04+ 0 = 0; per la proposizione
1é X0 =0, V) e K, quindi sono verificate le proprieta 1 e 2, da cui I'asserto. [

Esempio 12. Asegnato lo spazio vettoriale R3, dire quali tra i suoi seguenti
sottoinsiemi & uno sottospazio vettoriale di R?:

Hy = {(a,b,0) : a,b € R}; Hy = {(a,b,c) eR®: a+b+c=0}, H3 = {(a,b,c) e R®: a > 0};
Hy={(a,b,c) eR®: > +V*+* <1}

Soluzione 13. Prendiamo ad arbitrio due elementi di H;:
v =(a,b,0), w=(cd,0)

Risulta:
v+w=(a+0bc+d0)= (V+w) € H

Preso ad arbitrio A € R:
Av = (Aa, A\b,0) € H

Si conclude che H; ¢ un sottospazio di R3.
Consideriamo H,. Per ogni v = (a,b,¢) € Hy, w = (¢,d,e) € Hy, la somma é:

v+w=(d,b, ),

essendo:
ad=a+d bV=b+te, =c+f
Risulta:
ad+b+d=(@@+b+e)+(d+e+f)=0
Quindi:

Vv,w e Hy, (v+w)e H, (13)
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Per ogni A € R e per ogni v € R3:
AV = (Aa, Ab, Ac) ,
ed ¢ tale che:
Aa+ A+ Ae=A(a+b+c)=0,

per cui:

Vv € Hy, VA €R, (Av) € Hy (14)

Le (13)-(14) implicano che Hy ¢ un sottospazio vettoriale di R3.
L’insieme Hj é:
Hy = {(a,b,c) eR*: a >0}

Quindi:
VA € (—00,0), Yv = (a,b,c) € Hy, Av = (Aa, A\b, \c) con Aa < 0= (\v) ¢ H3

Si conclude che Hs non & un sottospazio vettoriale di R3.
L’insieme H, é:
Hy = {(a,b,c) eER: P+ +2< 1}

Abbiamo:
Vv = (a,b,c) € R* Vw = (d,e, f) e R®, v +w = (d,V/, ),

essendo:
ad=a+d bV=b+te, =c+f

Da cio segue:

a?+ 02+ =(a+d)?+ (b+e) + (c+ f) (15)
= f(a;b,c) + f(de, ) +2(ad + b+ cf)

Nella (15) é:
flayz)=a’+y"+2°

Deve essere:
v(a7b7c)7<d7e7f7)€H47f(a7b7c>7f(d’e7f)§17
per cui:

a?+b?+c? <2(1+ad+eb+cf) = (3(a,b,c),(d,e, f,) € Hy: a? + 0 +* > 1)
(16)
La (16) implica che H; non ¢ un sottospazio vettoriale di R?.
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Esempio 14. Consideriamo lo spazio vettoriale Mg (n x n) (es. 3). Dire quale
tra i seguenti suoi sottoinsiemi sono sottospazi vettoriali:

Hg (nxn)={Ae€Mg(nxn): Aésimmetrica}
Hy(nxn)={AeMgr(nxn): AX = XA}, con X € Mg (n X n)
Jr(nxn)={AeMg(nxn): detA=0}
Jp(nxn)={AeMg(nxn): A>=0}

Soluzione 15. VA = (aij) ,B = (bl]) S HR (TL X TL), A + B = (Cij = Q4 + sz) =
(A,B simmetriche) = (¢j; = aj; + b;i), quindi:

VA,BeHg (nxn), (A+ B) € Hg (n x n) (17)
Inoltre: VA € R, VA = (a;;) € Hr (n x n), (M) = (Aa;;) = (Aaj;), percio:
VAeR VA€ Hg (nxn), (M) € Hg (n x n) (18)

Le (17)-(18) implicano che Hyg (n x n) & un sottospazio vettoriale di Mg (n x n).
L’insieme Hf, (n x n) & l'insieme delle matrici di Mg (n x n) che commutano con
un’assegnata matrice X € Mg (n x n).

Risulta: VA, B € Hy (n xn), (A+ B) X = AX+BX = XA+XB=X(A+ B),
donde:

VA BeH(nxn),(A+B)X =X (A+B)=— (A+ B) e VA,B € Hy (n X n)

(19)

Inoltre: VA € R, VA € Hi (n xn), (M) X = A(AX) = A(XA4) = (AW X)A =
X (AA), donde:

VAeRVAeHy (nxn), (AM)X =X (M) = (M) eHy(nxn) (20)

Le (19)-(19) implicano che Hj (n x n) é un sottospazio vettoriale di Mg (n x n).
L’insieme Jg (n x n) é I'insieme delle matici di Mg (n x n) a determinante nullo.
Risulta:

(JA,Be Jg(nxn): det(A+ B) #det A+det B=0) = (A+ B) ¢ Jg (n xn),

donde Jg (n X n) non ¢ un sottospazio di Mg (n x n).
L’insieme Jg (n x n) ¢ 'insieme delle matici di Mg (n x n) idempotenti. Risulta:

VA, B € Jy(nxn), (A+B)*=A?+ AB+ BA+ B?
Evidentemente:
JA,Be Jy(nxn), (A+B)?*=A+B*+AB+BA+# (A+B)’ = (A+B) ¢ Ji(nxn),

donde Jg (n X n) non é un sottospazio di Mg (n x n).
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kkok
Proposizione. Sia F uno spazio vettoriale su K. Se Hi, H»,..., H, sono sot-
tospazi di E, allora N}, H; € un sottospazio vettoriale di E.
Proof. Osserviamo innanzitutto che:
n
(Vie(1,2,...n), H;CE)=(\H;CE
i=1

(VWw,2weH, (i=12..,n)=v,weE ﬂHZ

i=1

Inoltre H; € un sottospazio di E, quindi:

(v+weH (i=12..,n)=(v+w)e| |H

Il
—

VAe K, (\W)eH; (1=1,2,.n) = (\v) e[ |H,,

)

donde lasserto. OJ

Teorema 16. Sia ¥ = {vy, Vs, ..., v,.} un sistema di vettori di E. Sia A I'insieme
delle combinazioni lineari dei vettori di X:

AY {ZAM INeEK,vieys, (i=1,2 ...7«)} (21)
i=1
L’insieme (21) ¢ un sottospazio vettoriale di E.

Proof. Osserviamo innanzitutto che risulta ) # A C E.
Presi ad arbitrio due elementi di A:

T T
V= E Aivi, W= E WiVi,
=1 i=1

risulta:
V—|—W:2r:()\i+,ui)vi: (v+w)e A
i=1
YAe K, \v = i:\sz —> (Av) € A, essendo A\ = A\
i=1
donde l'asserto. O
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Definizione. L’insieme (21) si chiama sottospazio generato da ¥ ¢ si indica
con A[X].

Esercizio 17. Assegnato il sistema ¥ = {vy, vy, v3} di R*%:
vi = (1,-2,0,3), vi = (2,3,0,—1), vi = (2,—1,2,1)
provare che v € A [X], essendo v = (3,9, —4, —2).

Soluzione 18. Risulta:
3
veA [Z] <~ (3 (/\1, /\2, /\3) 7é (0, 0, 0) V= Z)\ZVZ> (22)
=1

La (22) si scrive:
A1 (1,-2,0,3) + X2(2,3,0,—1) + A3 (2,—1,2,1) = (0,0,0,0)
cioe:
A+ 2X +2X3 =3 (23)
2\ +3X —A3=9

04+0+42\3=—4
3)\1—)\2+)\3:—2

La caratteristica del sistema lineare (23) & p = 3, per cui esso é equivalente a:

AL 42X + 2X3 = 3
2\ 43X — A3 =9
04042\ = —4,

che ammette I'unica soluzione (A1, A2, A3) = (1,3, —2). Si conclude che v € A[Y],
poiché v si esprime come combinazione lineare dei vettori di 3i:

v =v;+3vy — 2vy
kkk
Sia ¥ = {vy, vy, ..., v,.} un sistema di vettori di E. Abbiamo la seguente:

Y & linearmente

Proposizione. ( indipendente

) s <V c A[E] — d! (/\1,/\2, ~--7)\'r) ‘ vV = Z)\sz >
=1
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Proof. Implicazione diretta
Hp ¥ é lin. indip.
Per definizione di spazio vettoriale generato da 3, deve essere:

vEA] =T (A, day M) [ V=) N
=1

Se esiste una seconda r-pla di scalari (p1, ft2, ..., ptr) | v.= D>, ;v;, abbiamo il
sistema di equazioni:

Sottraendo la seconda dalla prima:
(M —p)vit A —p2)vat o+ (A — ) v, =0 (24)
Ma ¥ & linearmente indipendente, per cui la (24) implica:

>\1—M1:/\2—/L2:...:/\T—MT:0,
cioé:
Ai = Wi, peri=1,2,...,1,

da cui esistenza ed unicita della r-pla di scalari (A1, Ag, ..., \;).
Implicazione inversa
Hp:

vEARS = AN Ay A [ V=) A (25)
=1

Per la proposizione 3 ¢ 0 € A [X], quindi la (25) per v = 0 si scrive:
3!()\17)\27-‘-7/\7") | 0:)\1V1+>\2V2+...+)\TVT (26)
L'unica r-pla (A1, g, ..., A.) che verifica la (26) & (A1, Mg, ..., Ar) = (0,0, ...,0), da

cui ¥ é linearmente indipendente. [l

La proposizione (3) ci dice che se ¥ & un sistema di vettori linearmente indipen-
dente, ogni vettore appartenente al sottospazio generato da X2, si esprime in uno
e un sol modo come combinazione lineare dei vettori di X.

Lemma 19. Siano ¥ = {vy,va, ..., v, }, ¥ = {uy, uy, ..., u,} due sistemi di vettori
di E. Se ¥’ ¢ linearmente indipendente e ogni suo vettore dipende linearmente
dai vettori di X, allora ¢ p <r.
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Proof. Procediamo per assurdo supponendo che sia: p = r + 1. Per ipotesi:
u; = Z)‘jivi’ per j=1,2,...,r,r+1 (27)
i=1
Scriviamo la (27) per j = j; € {1,2,...,7 + 1}:
u;, = )\jllvl + >\j12V2 + ...+ /\jer,« (28)

Gli scalari (Aj;1, Aj 2, ..., Aj;») sono non tutti nulli. Nel caso contrario & uj, =0
e per la proposizione 2 ¥’ ¢ linearmente dipendente. Senza perdita di generalita
supponiamo che \;,;; # 0. Dalla (28):

1 Aji2 Ajir
vVi=—u; — Vo — ... — A 29
YT D Vi Aji1 (29)
1 / /
= muj1 )\ 2V2 — . — /\]ﬂvT7
essendo: \
N 93y
7 >\j11
In tal modo la (27) diventa:
11j = )\j1V1 + Z)\jivi
i=2
s
=L T, = A Ve — = ALY Z)\J’VZ
)‘j11
s
- /\j1 uj, + ()‘12 - )‘Jl)\ﬁ?) V2t ...+ ()\J'?" — A 1)\;17”) Vr
j11
cioé: )
u]' = S\jlu]'l + ZS\JZVZ per ] € {1, 2, T + 1} — {jl} (30)
i=2
essendo:

)\ji = )\ji — )\ﬂ>\;” per 9, = 2, T
>\j1

S\A =
7" )\j11

Esplicitiamo la sommatoria a secondo membro della (30):

u]' = S\jlujl + 5\j2v2 + 5\j3V3 4+ ...+ S\jrvr, per j € {1, 2, ST + 1} — {jl} (31)
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Scriviamo la (31) per j =72 € {1,2,...,r+ 1} = {/1 }:

llj2 = 5\j21uj1 + 5\j22v2 + 5\j23V3 + ...+ 5\j2TV7« (32)

Gli scalari ()\jQQ, o3y -oes /\jﬂ) sono non tutti nulli. Nel caso contrario ¢ u;, =

Aj,1u;, e per la proposizione 2 ¥’ & linearmente dipendente. Senza perdita di
generalita supponiamo che \;,2 # 0. Dalla (32):

1 A A Ny
Vy = —uj, — ~]21uj1 _ ~]23V3 L v,
G2 Aja2 Aja2 Aja2
In tal modo la (31) diventa:
S 5 5, G ) - i
u; = )\jlu]'l + )\jg = uj, — ~]21Uj1 — ~]23V3 — . ~]2 v, | + )\j3V3 + ...+ )\jTV,«
j22 )‘j22 )‘j22 )\j22

- S‘jl N A]?)\jzl uj, + f‘ﬁuh + 5\;‘3 - S\jgﬁ Vs + ...+ ;\jr — 5\j2ﬁ v,
)\j22 )\j22 )\j22 >‘j22

u] :ZS\;ZV“ per.j € {1727"'7T+1}_{j17j2} (33>
i=1

essendo:

Y
N =i = Xt i€ {1y = {2)

j22

27 3
Ajp2
Il procedimento puo essere iterato r volte, ottenendo:

W),y = fgy Wy =+ [l Wy e A [, W,
Abbiamo quindi trovato un vettore di ¥’ che dipende linearmente dai rimanenti
vettori di X', quindi per la proposizione 2 ¥’ & linearmente dipendente. Ma cio
contraddice 'ipotesi secondo cui ¥’ é linearmente indipendente, da qui la tesi. [

4 Sistemi di ordine massimo

Sia E uno spazio vettoriale sul campo K. Un sistema ¥ = {vy,vy,...,v,.} di
vettori di F si dice sistema di ordine massimo, se:

1. X é linearmente indipendente.

18



2. Vp>r, ¥ ={vy,Va, ..., Vo, Vii1, ..., v, } € E ¢ linearmente dipendente.

Abbiamo la seguente:

Proposizione. Se ¥ = {vy,vs,...,v,.} & un sistema di vettori di F linearmente
indipendente:

V¥ o X Vv € F— %, v dipende
Y'¢ linearmente dipendente linearmente da >

Proof. Implicazione diretta
Per ipotesi:

VWeFE-% Y¥Y=XU{v} DX, ¥ é linearmente dipendente (34)
La (34) implica:

A, A) #(0,0,..,0) | AVEANVE+ AoV + ..+ A v, =0 (35)
Se A = 0 si ha:

)\1V1+)\2V2+...—|—/\7‘Vr:0 — /\1:)\2:.../\TZO,
¥ é lin. indip.
ma cid & impossibile, giacché & I (A, Ay, ..., \.) # (0,0, ...,0). Quindi necessaria-
mente A # 0. Dividendo la (35) per A:

VvV = ij\ivia (36>
=1

essendo:
N=——, 1=1,2,...,r,

da cui la tesi.

Implicazione inversa.

Per ipotesi: Vv € E — X, v dipende linearmente da . Per la proposizione 2
il sistema 3’ = ¥ U {v} ¢ linearmente dipendente. In forza dell’arbitrarieta di
v € E—X ogni ¥ C FE e tale che ¥ D X ¢ linearmente dipendente, cioé la
tesi. O

Osservazione. Da tale proposizione segue che un sistema ¥ = {vy,vs,...,v,.}
di vettori di £ ¢ un sistema di ordine massimo, se sono verificate le seguenti
proprieta:

1. X é linearmente indipendente.

2. Ogni vettore di E dipende linearmente da 3.
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Da cio segue che lo spazio vettoriale E ¢ generato da X, e per la proposizione (3)
si ha che ogni vettore di E si esprime in uno e in un solo modo come combinazione
lineare dei vettori di X.

Proposizione. Sia F uno spazio vettoriale su K.

¥ ={vi,Vva,...,v,} & un sistema Vp>r, ¥ ={u,uy,...,u,}
di ordine massimo é linearmente dipendente

Proof. Per la proposizione 4:
(Vi € {1,2,...,p},u; € E —3) = (u; dipende linearmente da ) (37)

Per il lemma 19, se ¥’ ¢ linearmente indipendente, la (37) implica p < r. Vicev-
ersa, se p > r, ¥ & linearmente dipendente. O

Proposizione. Sia E uno spazio vettoriale su K.

Y =A{vy,ve, .., v, }, ¥ ={u,uy,...,u,} B
due sistemi di ordine massimo — pP=T
Proof. Per la proposizione 4 e per il lemma 19:

VYu; € X', u; dipende linearmente da ¥ = p <r
Vv, € 3, v; dipende linearmente da ¥/ = r < p

cloé:
p<r,r<p)&=p=r
L]

Proposizione. Sia F uno spazio vettoriale su K dotato di un sistema Y =
{v1, Vv, ..., v, } di ordine massimo.

¥ ={u,uy,...,u.} > ¢ un sistema di
é linearmente indipendente ordine massimo

Proof. Vv € E-Y', ¥'U{v} é linearmente dipendente, quindi per la proposizione
4, v dipende linearmente da >'. In forza dell’arbitrarieta di v € E — Y/, segue
che ¥’ ¢ un sistema di ordine massimo. [l

5 Basi e dimensioni di uno spazio vettoriale

Sia E uno spazio vettoriale sul campo K.

Definizione. Ogni sistema di ordine massimo ¢ una base di F.
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Definizione. Se ¥ = {vy,vs,...,v,.} ¢ una base di F, l'intero naturale r ¢ la
dimensione di E e si indica con dim FE.

Tipicamente una base di E ¢ indicata con:

{e1,eq,...,e,.} ={e;} (38)

Per ogni v € E:
VvV = )\161 —+ )\262 + ...+ )\Ter (39)

Gli scalari (A1, A2, ...A) sono le componenti del vettore v nella base {e;}, e si
indicano con (vq, vy, ..., ), per cui:

V = v1€e] + 1€y + ... + v,e, (40)

Esempio 20. Consideriamo lo spazio vettoriale R™ sul campo reale R. I vettor:
unitar: di R™:

e; = (1,0,...,0), es = (0,1,...,0) ..., &, = (0,0, ..., 1),

costituiscono una base di R".
Infatti preso ad arbitrio un vettore v = (vq,va, ..., vp):

v = (v1,0,...,0) + (0,09, ...,0) + ... (0,0, ..., v,)

= vi€e1 + v2€e9 + ... + Ve,

kokok

Siano {e;}, {€}} due basi distinte del medesimo spazio vettoriale £ su K. Evi-
dentemente:

e; = Zaikek (41>
k=1

Qui «;, compongono una matrice R (r x r) sul campo K. A loro volta i vettori
€; si esprimono come combinazione lineare dei vettori di {e/}:

e = Bue, (42)
k=1

In maniera analoga, i coefficienti 3;; della combinazione lineare sono gli elementi
di matrice di R’ (r x r) sul campo K.
Sostituendo la (41) nella (42):

€ = Zﬁikz&kjej = ZZ@%O&MGJ’ (43)
k=1 j=1

k=1j=1
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Il vettore e; si scrive:

r
e, = E (5ijej,
Jj=1

essendo dy; = 0, il simbolo di Kronecher:

S — l,set =k
* 710, sei £k

La (43) diventa:

Zzﬁik&kjej — Z(Sijej =0
j=1

k=1 j=1

Invertendo 'ordine delle sommatorie nel primo termine:

Z [Z (Biraurj) — (51-]-] e;=0 (44)

j=1 Lk=1

Per definizione di base, il sistema di vettori {e;} ¢ linearmente indipendente,
donde la (44) ¢ verificata se e solo se:

Zﬁz‘k&kj =0, per j=12..r
k=1

che é manifestamente equivalente alla relazione seguente:

RR=1
Allo stesso modo si dimostra che RR’ = 1. Si conclude che:
R/ — R—l

Si consideri ora un vettore v € E che ha componenti (vy,vs, ..., v,) in {e;}:

VvV = kaek (45)
k=1

I1 medesimo vettore ha componenti (v}, v}, ...,v.) in {e}}:

ey Up

v = Zv,;efC (46)

Confrontando le (45)-(46) e tenendo conto della (42):
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T T T
§ ! § § /
=1

k=1 j=1
Eseguendo negli indici muti la sostituzione (k,j) — (j,7) e dopo una serie di
passaggi:

v = Zﬁijvj peri=12 ..r (47)
=1

Indichiamo con V la matrice (r x 1) i cui elementi sono le componenti di v in

{ei}:

(%1
ve | e, (48)
Uy
Quindi:
vy
!/
Vi=| " (49)
y
Con le posizioni (48)-(49), la (47) si scrive:
V' =RV, (50)
che puo essere invertita:
V = RV’ (51)

Le (50)-(51) sono le formule del cambiamento di base {e;} — {e}}.

Esempio 21. Assegnato il vettore v = (1,2) nella base e; = (1,0), e; = (0, 1)
dello spazio vettoriale R?, si determinino le componenti di v rispetto alla base
el =(1,1), e, =(1,-1).

Soluzione 22. La matrice R é:

11
R—(l _1), detR=—-1-1= -2

la cui aggiunta é:



Quindi I'inversa [eq. (?77)]:

N [0 | =
| N[ =
DO [

Per la (50):

D [0 | =
N[
~~ o

o

quindi:

DO | W
—

Esempio 23. Assegnato il vettore v = (3,2,2) nella base e; = (1,0,0), e; =
(0,1,0), e3 = (0,0, 1) dello spazio vettoriale R?, si determinino le componenti di
v rispetto alla base €] = (1,0,1), e, = (2,1,0), €5 = (0,1, 1).

Soluzione 24. La matrice R é:

R:

[en R NI
)
—_ O

L’inversa é:
/3  1/3 —1/3
R'=| -2/3 1/3 2/3
2/3 —1/3 1/3

Quindi il vettore colonna nella nuova base:

/3 1/3 —1/3 3 1
V= -2/3 1/3 2/3 2 =10
2/3 —1/3 1/3 2 2

Si conclude che le componenti di v nella nuova base sono:

6 Esercizi proposti
1. Assegnati i seguenti vettori di R:

Vi = (274)7 V2:(172>7V3: (_171)7 V4:(376>7V5: (475)7V6:(379>7

provare che: 1) vy, v4 sono proporzionali a vi; 2) vs dipende linearmente da
¥ = {vy,v3}; 3) vy dipende linearmente da 3y = {vy,va}; 4) vg dipende
linearmente da Y3 = {vy,vs3,vs}; 5) v3 non dipende linearmente da .
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. Assegnati i seguenti vettori di R3:

vi=(1,2,1), va=(1,1,0), v = (0,1,1), vo = (1,1,1), vs = (2,1,-2) , vg = (1,5,4)

provare che: 1) v4,vs non dipendono linearmente ¥y = {vi,va}; 2) v;
e vg dipendono linearmente da ¥;; 3) v dipende linearmente da >, =
{v1,va,v4}; 4) vg dipende linearmente da X3 = {vy,va, v3}.

. Provare che il seguente sistema di vettori di R3:

X = {V17V27V3} )

essendo: v = (1,1,1), vo = (1,2,3), v3 = (2,—1,1), é linearmente in-
dipendente. Esprimere quindi il vettore v = (1, —2,5) come combinazione
lineare dei vettori di X.

. Assegnato il sistema i vettori di R?:

X = {V17V27V3} )
essendo: vi = (1,1,1), vo = (1,2,3), v3 = (2,—1,1), scrivere il vettore
v = (2, —5,3) come combinazione lineare dei vettori di 3.

. Provare che il seguente sistema di vettori di R3:
XY= {V17 V2} )

essendo: vi = (3,0, —2), vo = (2, —1, —5), & linearmente indipendente. De-
terminare poi per quali valori del parametro reale k il vettore v = (1, =2, k)
si esprime come combinazione lineare dei vettori di X.

. Sia X = {u(z),v(x),w(x)} un sistema di vettori di Py [x] (spazio vettoriale
i cui vettori sono i polinomi su R di grado < 2).

u(r) =2 —2r+5 v(r) =22 -3z, w(w)=v+3

Dimostrare che ¥ ¢ linearmente indipendente ed esprimere il vettore p (x) =
2? + 4z — 3 come combinazione lineare dei vettori di X.

. Assegnati i vettori di Py [z]:
alz)=2*—-z+1 bx)=2>+2—-1 c(x)=22
T

d(z)=—-1+1 e(z) =20 —2+2 f(r)=2>+2-2"

mostare che: 1) b(x) non & proporizionale a a (x); 2) ¢ (x) dipende linear-
mente da 3y = {a(x),b(x)}; 3) e(x) non dipende linearmente da >; 4)
e (x) dipende linearmente da ¥y = {a (z),b(z),c(z)}; 5) d (x) dipende lin-
earmente da Y; 6) f (x) dipende linearmente da X3 = {a (z), b(x), e(x)}.
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10.

6.1

Provare che il sistema ¥ = {e; (z) =1, ex () =2 — 1, e3(z) = (z — 1)2} ¢
una base di P, [z], e trovare le componenti di p (z) = 42? —x + 1 in X.

. Assegnato lo spazio vettoriale R?, si considerino le basi:

€ = (170a0)792: (07170)783:(07071)
e,1: (17171)76,2: (17170)7632 1,0,0

Determinare le componenti dei vettori v e w nella base {e]}, essendo note
le loro componenti nella base {e;}: v = (4,-3,2), w = (a,b, c).

Assegnato lo spazio vettoriale R? si consideri 'insieme:

H = {(Ul,Ug,Ug) €R3:21}1—|—U2—v3:0} CR?

Dimostrare che H ¢ un sottospazio vettoriale di R?, determinandone una
base.

Soluzioni

. Il quesito 1 si risolve banalmente:

1 -3
Vo = 2V1, Vy = 2V1
Quesito 2:
Vs = AV + v
cioé:

2 N —pu=4

>\(2,4)+u(—1,1):(4,5)<:>{ D aes

che ammette I'unica soluzione (\, u) = (3/2, —1), quindi:

3
Vs = =V — V3
2

Quesito 3:
vy = avy + (v,

cioé:
20+ =3

a(2,4)+ﬁ(1,2):(3,6)<:>{ 956

che ammette oo'soluzioni (o, 8) = (a, 3 — 2a), Vo € R, quindi:

vy =3vy—avy, Va eR
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Quesito 4:
Ve = AV + uvs + vy,
cioé:

2A\—p+4v =3

A(2,4)+u(—1>1)+y(4>5):(379)‘:’{ D +p+sr=9"

che ammette oo'soluzioni (A, p, V) = (2 — %V, 14+ v, 1/), Vv € R, quindi:

3
Vg = (2—§IJ)V1+(1+I/)V3+VV5

3
:2V1+V3+V(V3+V5—§V1> , Vv eR
Quesito 5:
V3 = YV + 0Vy
cioé:
2v+6=-1

7(2,4)+5(1,2):(—1,1)<:>{ % — 1

Tale sistema ¢ incompatibile = (7, 6) : v3 = yv; + vs.

. Quesito 1:
Vi = AV + uvy
cioé:
Adp=1
AML2, 1)+ p(1,1,0)=(1,1,1) <= < 2\ +pu=1
A+0=1

Tale sistema lineare ¢ incompatibile, quindi B (X, 1) : v4 = Avy + pvsy.

Vg = )\Vl + UV

cioé:
A =2
AM1L,2,1)+p(1,1,0)=(2,1,-2) <~ 22+ pu=1
A+0=-=-2

Tale sistema lineare ¢ incompatibile, quindi B (X, 1) : vs = Avy + pvy.

Quesito 2:
V3 = )\Vl + UVa
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cloé:

A+pu=0
A1,2,1) +p(1,1,0) = (0,1,1) <= { 2A+pu=1
A+0=1

La terza equazione di tale sistema ¢ combinazione lineare delle prime due,
per cui:

A+pu=0 o

Quindi:

V3 =V] — V3

Imponiamo che:
Vg = avy + vy

cloé:

a+p4=1
a(l,2,1)+6(1,1,0) =(1,5,4) <= < 2a+ =5
a+0=4

La terza equazione di tale sistema ¢ combinazione lineare delle prime due,
per cui:

{a+5:1 (0, B) = (4,-3),

204+ =5
quindi:
Vg = 4V1 - 3V2
Quesito 3:
Vs = AV| + Vo + vV,

cioé:

At p+v=2
A2 + (1 1,0) 40 (L11) = (2.1,-2) <= { 2 +p+v=1

A+0+v=-2

Tale sistema & compatibile e determinato: 3! (A, u,v) = (—1,4 — 1), donde:

Vs = —V; +4V2 —Vy

Quesito 4:
Ve = AV + uvy + vvs,
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cloé:

A+p+0=1
MN1,2,1) +p(1,1,0) + v (0,1,1) = (1,5,4) <= { 2\ +p+v=5
A+0+v=4

La terza equazione di tale sistema é combinazione lineare delle prime due,
per cui:
A+p+0=1
{ 2X\+p+v=>5

Tale sistema ¢ compatibile e indeterminato. Precisamente: p = 2, n =
3 = Joo'soluzioni:

Np,v)=A4—-v,v—3,v),VveR

Quindi il vettore vg si esprime in oo! modi distinti come combinazione
lineare dei vettori vy, va, v3:

ve=(4—-v)vi+ (v—3)va+ vy

Osservazione. Esistono co! combinazioni lineari, poiché il sistema {vy, vy, v3}
¢ linearmente dipendente. Infatti il sistema omogeneo:

a+B+0=0
20+ 0+~v=0,
a+0+~v=0

ha caratteristica p = 2, per cui ammette co® autosoluzioni = 3 (a, 3, v) #
(0,0,0) : avy + fvy +yvsy = 0.

. Abbiamo ’equazione vettoriale:

)\1 (17 1a 1) + )\2 (17 273> + )‘3 (27 _17 1) = (07070)

che scritta componente per componente conduce al sistema omogeneo:

A +2X—A3=0
M +3N+A3=0

La matrice dei coefficienti é:
11

A= 1 2 -1
1 3
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Abbiamo: det A = 5 = il sistema (52) ammette unicamente la soluzione
banale (A1, A2, A3) = (0,0,0), per cui il sistema ¥ ¢ linearmente indipen-
dente.

Scriviamo la combinazione lineare:

VvV = )\1V1 + )\QVQ + )\3V3

equivalente a:

M+ 20 =1 (53)
M 2) — Ny = —2
M A3+ A3 =5

Tale sistema ¢ compatibile e determinato. La soluzione é (A1, Ay, A3) =
(—6,3,2). Percio: v=—6vy + 3vy + 2v3.

. Ilsistema ¥ = {(1,-3,2),(2,—4,—1),(1,—5,7)} é linearmente dipendente
se il sistema lineare omogeneo:

M+ + A3 =0 (54)
—3)\1 - 4)\2 - 5)\3 == 0
201 — A+ TA3 =0,

& banale. La matrice dei coefficienti é:

1 2 1
A= -3 -4 -5
2 -1 7

Risulta: det A = 0 = p < n, essendo p la caratteristica del sistemaen = 3
il numero di incognite. Quindi il sistema (54) ammette co™ P soluzioni non
nulle, percido 3 (A1, A2, Az) # 0, da cio segue che 3 é linearmente dipendente
e che non é possibile esprimere il vettore v come combinazione lineare dei
vettori di 2.

. FX € R: vy = Avy, quindi per la proposizione 2 il sistema ¥ & linearmente
indipendente. Scriviamo:

V = A\1V] + Aava,

ottenendo il sistema lineare:

3\ +2) =1 (55)
0— Xy =—2
—2)\1 - 5)\2 == ]C
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La matrice dei coefficienti e la matrice dei coefficienti pit termini noti:

32 3 2 1
A= 0 -1 |:M®E=| 0 -1 -2 |;
-2 5 —2 5 k

Risulta: p = r(A) = 2. Affincheé il sistema sia compatibile, deve essere
r(A) =r(M). Poniamo:

3 2 1

F)“adet (k)= 0 -1 —2|=-3(k+8)
-2 5 k

E facile convincersi che r (4) =r (M) =2 <= F (k) =0 < k = -8 Ef

k.. Ed é questo il valore di k tale che:
2
\% :Z)\ZVZ
i=1

Per k = k,, il sistema (55) ammette I'unica soluzione (Ay, \2) = (—1,2),
per cui:
vV =—v]+2v,

. Il sistema ¥ ¢ linearmente indipendente se:

Au(z) +pv () +rvw(x) =0=A=pu=v=20

Sostituendo le espressioni analitiche di u (z), v (), w (x) e ordinando i vari
termini:
A +2u)2° + (=2A =3u+v)x+ (BA+3v) =0 (56)

La (56) equivale al sistema:

A+24+0=0 (57)
22 =-3p+v=0
S5A+0+3v =0,

che & banale: (A, u,v) = (0,0,0), per cui ¥ ¢ linearmente indipendente.

Scriviamo:
p(x) = Nu(z) + Av (z) + Agv (),
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cloé:

M +20+0=1 (58)
A — 3\ 4 A3 =4
AL+ 0+ 3Xs = —3,

Il sistema lineare (58) & compatibile e determinato. La soluzione & (A1, Ay, A3) =
(—3,2,4); pertanto:

p(z) = =3u(x)+ 2v (z) + 4v ()

. 1) b(z) e a(x) sono proporzionali se:

(FNeR:b(z)=Xa(2) ="+ —-1=A("—z+1)

equivalente a:

A=Dz*+(-A=Dax+(\+1)=0, (59)

essendo 0 il polinomio nullo (vettore nullo). La (59) ¢ vera se, e solo se:

A—1=0
A+1=0
A+1=0

Tale sistema ¢ manifestamente incompatibile, donde A\ : b (z) = A (z).

2). Scriviamo:

c(z) = Aa(x)+ pb(x)
equivalente a:

A+p—D2®+(=A+pz+(\—p) =0,

da cui il sistema lineare:

Adp=1 11
A—pu=0

quindi:



3). Scriviamo:

e(x) = Xa(x) + ub(z)
Sostituendo le espressioni di a (), b(x), e (z):

A+p=2)+(-A+p+)z+A—pu—2)=0,

da cui il sistema:

A+ pu=2
A—p=2

per cui e (x) non ¢ combinazione lineare di ¥;.

4). Scriviamo:
e(x) = Xa(x) + pb(x) + ve(x)

Sostituendo le espressioni di a (z), b(z), ¢(x), e (x):

A+p+v—2)2"+(-A+p+)z+A—p—2)=0,

da cui il sistema:

Ap+v=2 B
A—pu+0=0 :}{ ;i”ig_g :
A—p+0=0 pTiv=

che ammette co! soluzioni:

v v
A\ p,v) = (1—5,1—§,V>,VV€R

Quindi:

e(x) = (1— g) a(zr)+ (1— g) b(z)+ ve(x)
Osservazione. Il vettore e (z) si esprime in infiniti modi come combi-
nazione lineare dei vettori ¥y = {a(x),b(x),c(x)}, poiché tale sistema
é linearmente dipendente. Infatti:

a+pB+7=0
aa(x)+0b(x) +yc(z) =0<= ¢ a—F+0=0
a—F3+0=0

Tale sistema ammette oo! soluzioni non banali, quindi Joo! («, 3,7) #
(0,0,0) : aa (z) + Bb(z) +vyc(x) =0
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5). Scriviamo:

d(z) = Xa(x)+ pb(x) +ve(x)
Sostituendo le espressioni di a (z), b(z), c¢(x), d (z):

AN+p+v)?+ (- A+pu+)z+A—p—1)=0,

da cui il sistema:

Ap+v=0
A—p+0=1 |
A=p+0=1

cheé compatibile e indeterminato con oo! soluzioni:

(A, p,v) = (% (1—%),—% <1+g>,u>,VV€R
Quindi:
d(x)z%[(l—%)a(m)jL (14—%)6(@] +ve (x)

6). Esprimiamo il polinomio f(x) come combinazione lineare di ¥y =

{a(z),b(x),e(2)}:
[ (@) =Aa(z) + pb(x) +ve (z)
A+p+2v -1+ (- A+p—v—1Dz+AN—pu+2v+2)=0,

quindi:
Adp+2v=1
—A+p—v=1
A—pu+2v=-2

Tale sistema ¢ compatibile e determinato:

3 3
A = (2,21
(7#7”) (2727 )7

donde:
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8. Scriviamo:
)\161 (I) + )\262 (.77) + )\363 (l’) =0

Sostituendo le espressioni analitiche di e; (z):

>\1+)\2($—1)+/\3($2—21‘+1):0,

equivalente al sistema lineare omogeneo:

0+0+X3=0
04+ X —2)s
)\1—)\2+)\3:O

che ammette I'unica soluzione (A1, Ay, A3) = (0,0,0), donde ¥ & una base.

Scriviamo p (x):

p (@) = e (2) + paez (x) + pses ()

Ottenendo:
0+04+ps=4
0+ po —2u3 = =1 = (1, o, pi3) = (4,7,4)
pr — p2 +p3 =1
Quindi:

p(x) =4dey (z) + Tes (x) + des (x)

Si conclude che la terna (4,7,4) sono le componenti del “vettore” p (x) nella
base X..

9. Passando ai vettori colonna:

V =R 'V, W =R'W,

R~! & la matrice inversa di:

1 11
R = 1 10
1 0
Abbiamo:
0 0 1
R'=10 1 -1
1 -1 0



10.

Quindi:
2 c
Vi=| 5|, W=|b-c |,
7 a—>b
da cui le componenti di v e w nella nuova base:
v =(2,-5,7)
w=(¢,b—c,a—0)

Vv = (v, v9,v3), V' = (v}, vh,v5) € H,

v+ v = (v + v}, ve + V), v3 + V)
2 (v1 + 7)) + (vg + vh) — (v3 + v5)

= (2u1 + v2 — v3) + (20] + vy — v3)
=0

VA EeR, Vv = (Ul,Ug,’l}g) € H,
2 ()\Ul) + ()\Ug) — ()\113) =\ (21)1 + Uy — "Ug) =0

da cui H ¢ un sottospazio di R3. Per ricercare una sua base risolviamo
I’equazione lineare omogenea:

201 + vy —v3 =0,

nelle incognite v, v, v3. Essa ammette co? soluzioni non banali:

(UI7UQ7U3) = (U17U2,2U1 +U2)
= (Ulu 07 21}1) + (07U27U2)
— 0, (1,0,2) + 05 (0,1,1)

Quindi dim H = 2, e una base di H ¢ {(1,0,2),(0,1,1)}.
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