1 Area del rettangoloide
Premettiamo la seguente definizione:

Definizione 1 Sia A # (. Gli insiemi non vuoti Ay, As, ..., A, costituiscono una
partizione di A se:

Jar=4
k=1
AkﬂAk/ =0, per k,k¥ € {1,2,....n} con k #k

Sia f (x) continua in [a,b] C R e i non negativa.

Definizione 2 Dicesi rettangoloide di base [a, ] relativo alla funzione f (z),
il sottoinsieme di R?:

R={(z,y) eR*|a<az<b, 0<y<f(x)} (1)
Eseguiamo ora una partizione dell’intervallo [a, b] attraverso n + 1 punti:

X0y L1y eeeey Tpy € [a, D]

Precisamente:
a=Tp<T1 <3< ... <Tp_1<T,=0>
Si tratta di una partizione, poiché:

n—1

U [z, 2ai1] = [a,21) Uy, 2] U U [0, 8] = [a, 8]
k=0
Vi, k' € {0,1,....n — 1} con k £k, (z,xp41) N (Tpr, Tpryr) = 0

Indichiamo tale partizione con il simbolo convenzionale D (xg,x1, ..., z,). Poni-
amo per definizione:

§ = Igle%((xkﬂ — ), N={0,1,2,...n— 1}

I1 numero reale 6 > 0 si chiama ampiezza della partizione. Inoltre, se f (z) non
¢ identicamente nulla consideriamo il minimo e il massimo di f (z) in [, Tx41]:
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my = min f (z)

[Tk Tht1]
My = max f(x)
[Tk k1]
Quindi:
de
e {(,y) €ER? | ap < < pyr, 0<y < my (2)
R, (z,y) ER?* |z < < mppq, 0<y < My}

Cioe 7, ¢ il rettangolo di base [z, zr41] € altezza my, mentre Ry ¢ il rettangolo
di base [xy, Tx41] € altezza M. Restano cosi definiti i seguenti poligoni:

n—1

7 (D) = | Jrw (3)
(D) = URk

7 (D) ¢ il plurirettangolo inscritto a R associato alla partizione D.
ITI(D) ¢ il plurirettangolo circoscritto a R associato alla partizione D.

Evidentemente:
def n—1 n—1
sp = plr (D)) =Y plre) =Y my (e — ) (4)
k=0 k=0
def n—1 n—1
Sp = p[I(D)) = u(Re) =Y My (zr41 — 1)
k=0 k=0
Inoltre:

\V/D, D,, ™ (D) g I1 (D,) — \V/D,D,, SD S SD’
Nelle suddette ipotesi il rettangoloide

R:{(as,y)GRQ:angb,Ogygf(x)}
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e misurabile, risultando:

w1 (R) = supsp = infSp
D D

Dimostrazione. Se f (z) ¢ identicamente nulla, 'asserto ¢ banale:

R={(z,y) eR*:a<2<b y=0} = p(R)=0
VD, sD:SD:0:>supsD:ir[1)fSD:O
D

Consideriamo quindi il caso non banale, cio¢ f (z) non identicamente nulla in [a, b].
Per il teorema di Heine-Cantor, la funzione ¢ ivi uniformemente continua, per cui:

Ve >0,30. >0:2' 2" € [a,b], |2/ —2"| <de = |f(2)) — f(2")| < bia

Eseguiamo una partizione D (g, 71, ..., 7,) dell'intervallo [a,b] di ampiezza § < 6..
Siano

T, Ty, € [T, Tpga] o f (T) = mu, [(T}) = My,

Quindi:

- €
‘T;c_a_:k’Sxk+1_xk§5<§5:>Mk_mk<bT

Inoltre:

3
—
—

n—

€
b—a

(xk—i—l — l‘k) =&
0

sp= )Y (My—my) (Tpp1 —z1) <
k=0

B
Il

Ma Sp e sp sono le aree di due poligoni:

7 (D) = .
(D) =1L,

Percio:
Ve >0, dll, 7o p (1) —p(me) < e

cio implica la misurabilita di R. Infine:
sp<p(R), sp>Sp—-e,

cioe:



Similmente:
p(R) < Sp, Sp <sp+e

per cui:
p(R)—sp<e (6)
Dalle (5)-(6) segue:

p(R) = supsp = infSp
D D

Xkk

Dal teorema appena dimostrato segue che Vn € N, VD (xq, 21, ..., 2,):

sp = valore approssimato per difetto di p (R)

Sp = valore approssimato per eccesso di p (R)

Scegliere come valore approssimato di p (R) la somma sp, equivale ad approssi-
mare Vk € N, il rettangoloide:

{(2,y) eR? | oy <o < a1, 0< y < f ()} (7)

con il rettangolo r; in esso inscritto. Viceversa, scegliere come valore approssi-
mato di p (R) la somma Sp, equivale ad approssimare Vk € N, il rettangoloide (7)
con il rettangolo Ry ad esso circoscritto.

Ora poniamo:

VkGN,deéf{(%y)€R2|$k§$§$k+1,0§y§nk},

essendo N € [my, My].
Il poligono:

n—1
7(D) = UTk
k=0
¢ un plurirettangolo che non ¢ inscritto ad R e al tempo stesso non ¢ circoscritto
ad R.

op défﬂ(T(D)) — sp<op<Sp



Il numero reale op € comunque un valore approssimato di p (R). Inoltre:

(my < M < M) = (3 € [zn, o] | f (&) = me)
f () & continua

in [z, Tp1]

Quindi:
i () = £ &) (o — ) = op =S () = 3 (6) (e — 1) (8)

Dalla (8) segue che op dipende da &, per ogni k € N.

V& € [wk, xpy1] (con k € N), sp <op < Sp=|op —pu(R)| < Sp—sp

Dalla dimostrazione dell’ultimo teorema segue

Ve >0,30.>0|VD (6 <6.), |lop—p(R)| <e 9)

La (9) puo essere scritta nela forma simbolica:

(lsimaD = u(R) (10)

—0

Si osservi che la (10) non e I'usuale operazione di passaggio al limite, giacché op
non una funzione ad un sol valore di §. Infatti, assegnato un numero reale positivo
0 < b—a, esistono infinite partizioni di ampiezza ¢, e per ciascuna partizione esistono
infiniti valori di op, giacché questi ultimi dipendono dai punti & (che possono essere
scelti in infiniti modi). Da cio si conclude che op € una funzione ad infiniti valori di
. Pertanto, la (10) andrebbe riscritta nella forma:

O-DE))M(R)v

e cioe le somme op tendono all’area del rettangoloide, quando la loro ampiezza
tende a zero.
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Sia f (x) continua in [a,b] e ivi non positiva. In tal caso il rettangoloide di base
[a, b], relativo a f (z), si ridefinisce:

R {(z,9) €R? |a<w <b, f(z) <y <0}
Indichiamo con R’ il rettangoloide di base [a, b], relativo a —f (z). E facile con-
vincersi che R’ ¢ simmetrico a R rispetto all’asse x.
Per i teoremi precedenti si ha che R’ & misurabile:

p(R) = limo,, (11)
essendo:
n—1
op =) [ ()] (T2 — 1) (12)
k=0
n—1
=—> (&) (xre1 — 1)
k=0
= —O0p,

per una generica partizione D di ampiezza §, e per ogni & € [xy,z1]. Dalle
(11)-(12) segue

p(R) =

Dalla misurabilita di R’ e dalla simmetria tra R’ e R, segue che R & misurabile:

—limop
6—0

n(R)=p(R),
donde:
limop = —p (R) (13)



