1 Richiami di teoria sui problemi di Cauchy

Il problema di Cauchy consiste nel cercare una funzione y continua e deri-
vabile in un intervallo Iy di R contenente un punto x( tale che

y'(t)=£(t,y(t) Vtel,
(1)
y(to) = ¥o,

dove f & una funzione definita e continua su Iy x R" a valori in R", yg € R" e
Iy non e ridotto al solo punto xg. Generalmente 'intervallo Iy ¢ della forma
[to,to +T] con T > 0.

Il problema di Cauchy (1) ¢ del prim’ordine in quanto interviene sola
la derivata prima di y e richiede una condizione iniziale (data da y(tg) =
yo) per evitare di avere certamente piu di una soluzione (in effetti, se y e
soluzione di (1) anche y + ¢ con c costante lo sarebbe). Se si considerassero
problemi differenziali di ordine p della forma

yP () =F(t,y(t),y'(t),....y? V(1) Vel

servirebbero allora p condizioni iniziali della forma

y(to) =vo1, ¥ (to) =yo2, ---» yP V(o) = yop,

dove y0,1,¥0,2,---,Y0,p sono valori assegnati e y una funzione di classe
CP(1p).

Osservazione 1.1 Le condizioni iniziali non sono ['unico tipo di condizioni
che si possono considerare. Ad esempio, si possono considerare condizioni
agli estremi dell’intervallo Iy ed in tal caso si parla di problemi ai limiti.
La differenza sostanziale risiede mel fatto che generalmente la soluzione di
un problema di Cauchy esiste localmente, vale a dire in un intorno della
condizione iniziale, mentre la soluzione di un problema ai limiti se esiste,
ha un carattere di globalita.

Si noti che & sempre possibile ridurre un problema differenziale di ordine p
ad un sistema di p equazioni differenziali di ordine 1, ponendo semplicemente

Zl(t) = Y(t)ﬂ Z2(t) = y,(t)v R Zp(t) = y(p_l)(t)-

Per questo motivo nel seguito considereremo solo problemi di Cauchy di
ordine 1.



1.1 Esistenza della soluzione

Non sempre il problema di Cauchy ammette una soluzione, ad esempio se
tp € un punto di discontinuita di prima specie per f la soluzione non esiste.
Il teorema piu semplice che si puo avere a tale riguardo ¢ il seguente:

Teorema 1.1 (di Cauchy-Peano) Se f é una funzione continua in un
intorno di (to,yo), allora esiste un intorno Jy di ty ed una funzione y €
CY(Jy) soluzione del problema di Cauchy (1) in Jy.

Questo teorema (che si pud dimostrare attraverso il teorema delle con-
trazioni) non garantisce 'unicita, ne fornisce un metodo per la costruzione
della soluzione stessa. Ad esempio, il problema di Cauchy

ha almeno tre soluzioni (quali?), pur essendo f(t,y) = /y(t) continua in
tutto R2.

Prima di passare a teoremi con condizioni piu restrittive, introduciamo
alcuni concetti. Diciamo che la coppia (I,y) € una soluzione locale di (1)
se I C Iy, y € C*(I) che soddisfa (1) V¢t € I. Si dice inoltre che la coppia
(J,z) prolunga la soluzione locale (I,y) se I C J e y(t) = z(t) Vt € I. La
prolunga strettamente se J # I. Una soluzione locale ¢ detta massimale se
non c’e¢ una soluzione locale che la prolunga strettamente. Infine, diciamo
che una soluzione locale (I,y) ¢ una soluzione globale se I = I.

Ad esempio, il problema di Cauchy

y(t) =2zy*(t), tER,

ammette una soluzione massimale y(t) = 1/(1 — t2) per t € (—1,1) e non
ammette una soluzione globale.

Si potrebbe in effetti dimostrare che se f ¢ una funzione continua e
definita su Iy x R™ con Iy = [to,to + T] (o Iy = [to,to +T) o Iy = [tg,0)) e
(I,y) € una soluzione massimale non globale di (1), allora I ¢ un intervallo
della forma [to, ) e y & illimitata su 1.

L’interesse naturalmente sta nella possibilita di ottenere soluzioni globali.
A questo proposito dimostriamo il teorema seguente:



Teorema 1.2 (di esistenza globale) Supponiamo Iy = [to,to + 1] e f
continua e definita su Iy x RP. Supponiamo che

(E(t,y),y) <IU@E)(1+lyl?) V(ty) el xR, (2)

con | € LY(Iy), allora il problema (1) ammette almeno una soluzione globale
su Iy, dove (-,-) denota il prodotto scalare in RP e ||z||? = (z,2).

Dimostrazione 1.1 Consideriamo una soluzione locale (I,y) con I = [tg,to + T],
allora

(¥'(1).y) = (ft.y(®),y(t), Vtel

ovvero

Per la (2), si ha

d 2 2

Dividendo per 1+ |y||? ed integrando su [to,t], per t € I si ha

t t
1 d 9
———|ly(r dTSQ/lT dr
/1+||y<7>||2d7” =210

Grazie alla derivata logaritmica, si ricava allora la seguente disuguaglianza
< L+ [ly(®)] ) /
n 5 T
L+ [y (to)ll

t
L+ lyl2 < (1 + [lyol?) exp 2/1(7) dr viel.

to

e quindi

Di conseguenza, tutte le soluzioni locali sono limitate su I e quindi anche quelle
massimali, ma allora esse sono anche soluzioni globali perché se non lo fossero
dovrebbero essere illimitate.

Il teorema precedente puo essere esteso ad intervalli qualsiasi pur di mo-
dificare leggermente ipotesi (2). Inoltre, affinché il teorema sia soddisfatto
basta che

Iyl < IO+ Iyl ¥ity) € I x RP.



1.2 Unicita della soluzione

Il problema di Cauchy (1) ammette un’unica soluzione se ammette una so-
luzione globale e tutte le soluzioni locali sono restrizioni di tale soluzione.
L’unicita discende dal seguente teorema:

Teorema 1.3 (di esistenza ed unicitd) Sia Iy = [to,to+T] e f continua
e definita su Iy x RP. Supponiamo che

(f(t7y) - f(t,Z),y - Z) < l(t)Hy - ZH2 V(t,y), (t,Z) € Ip x RP, (3)
con 1 € LY(Iy), allora il problema (1) ammette un’unica soluzione.

Dimostrazione 1.2 L’esistenza discende immediatamente dal Teorema 1.2 pren-
dendo z = 0.

Consideriamo una soluzione locale (I,z) ed una soluzione globale (I,y) e defi-
niamo la funzione

t

o(t) = e22Oly(t) — 2(t)|2 con L(t) = / i(r) dr.

to

Allora
¢'(t) = —21(t)e > Dy (t) — z(t)]|* + e’zL(”%HY(t) —z(t)|%.

D’altra parte

%Ily(t) —z(t)|? = 2(y'(t) — 2/ (t), y(t) — =(t))
e quindi
¢'(t) = 2720 ((y'(t) — 2/ (1), y(t) — =(t)) — 1(t)|ly (t) — 2(¥)]|*) < 0.

Di conseguenza, ¢(t) < ¢(to) = 0 ed essendo ¢(t) > 0 per costruzione si deve avere
@(t) = 0 per ogni t e quindi ogni soluzione locale (I,z) ¢ restrizione di una soluzione
globale (Ip,y).

Vale inoltre il seguente corollario:

Corollario 1.1 Supponiamo Iy = [tg,to+T] e f continua e definita su Iy x
RP. Supponiamo inoltra che sia Lipischtziana rispetto al secondo argomento
di costante L > 0 ossia che

1£(t,y) —£(t,2)[| < Llly —=ll, V(t.y), (t,2) € Io x R?, (4)

allora il problema di Cauchy (1) ammette un’unica soluzione.



Dimostrazione 1.3 Se verifichiamo 'ipotesi (3) il corollario & dimostrato. Grazie
alla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha

(£(t,y) —£(t,2),y —2) < [[£(t,y) — £(t,2)|| [ly — 2| < Ly — 2||?
e quindi la (3) con I(t) = L.
La condizione (4) ¢ comunque difficile da verificare in pratica. In effetti,

se f e derivabile rispetto a yallora ¢ anche necessariamente Lipschitziana di
costante

of
L= Igéz%gc @ (5)
In effetti, per il teorema del valor medio esiste £ tra y e z tale che
of (¢,
f(t.y) ~ £(t.2) = 22 () - £(e.2),

da cui passando alle norme e massimizzando si trova (5).

Per qunato riguarda la regolarita della soluzione di un problema di Cau-
chy si puo osservare che se f € di classe C'" relativamente a tutte le variabili
allora y ¢ di classe C™H1,

1.3 Dipendenza della soluzione dai dati

Supponiamo di considerare solo problemi di Cauchy che ammettano un’u-
nica soluzione (e quindi riteniamo valide le ipotesi del Teorema 1.3). Siamo
interessati a mostrare come eventuali perturbazioni sul dato iniziale yg o
sulla funzione f possano agire sulla soluzione. L’interesse puo essere motiva-
to con 'osservazione che i metodi numerici che introdurremo nel seguito non
risolvono il problema di Cauchy esatto (a causa ad esempio dei puri errori
di arrotondamento), ma una sua versione perturbata della forma

y(t)=£ty) +p(y) Vtely=[to,to+T],
(6)
y(to) = yo + po,

dove p € una funzione continua su Iy a valori in RP e py una costante.
Supponiamo che tale problema ammetta un’unica soluzione globale e che f
soddisfi I'ipotesi (3).

Calcoliamo

1d _

sy —yI? =0 =y.y-y) = (Ety) - £(ty).y = ¥) + p3)F - V)

<Oy =yl + p(O)F - ).



Definiamo

e, di conseguenza,

Iy () = y(@)I1> = V().

Allora

1d 2 L(t) L org) o _ 2 1 oorw
571y ¥l = I(t)e? ¢t) + 5o () =LY —ylI" + e ()
e quindi

5PHOH () < p(0)(3(1) — (1)) = pl0)eH /50

In conclusione

o anche (Yu > 0)
< p(t)e t),

Integrando e passando al limite per p che tende a 0 si ha

Fm/ L) g,

Dialtra parte /a(0) = [(t) — y(O)lle™™® e /(i) = [ly(to)]le"=®) e
quindi

t

() = (O < ly(to) X071 420 [ () 10

to



2 Risoluzione numerica di equazioni differenziali
ordinarie

In questo paragrafo completiamo la panoramica offerta nel corso di Calcolo
Numerico A dei metodi numerici per la risoluzione di equazioni differen-
ziali ordinarie. In particolare, presentiamo due classi di metodi: i metodi
multistep o multipasso (in breve, MS) ed i metodi di tipo Runge-Kutta.

2.1 I metodi a piu passi (o multistep)

Un metodo si dice a ¢ passi (¢ > 1) se Yn > ¢ — 1, up41 dipende da uy 41—,
ma non da valori ug con k <n+1—gq.

In particolare consideriamo nel seguito i soli metodi multistep (lineari) a
p+ 1 passi (con p > 0) definiti dalla seguente relazione

P P
Unp1 = Y jtn_j +hY bifaj+hbifusr, n=pp+1... (7)
§=0 §=0
I coefficienti a; e b;, assegnati in R, individuano lo schema e sono tali che
ap # 0 0 b, # 0. Nel caso in cui b_; # 0 lo schema ¢ implicito, mentre nel
caso contrario lo schema e esplicito. Naturalmente, per p = 0 si ritrovano
gli schemi ad un passo.

Appare evidente che per innescare un metodo multistep servono ¢ condi-
zioni iniziali ug, . .., uq—1. Poiché il problema di Cauchy ne fornisce una sola
(up), una via per assegnare le condizioni mancanti consiste nell’utilizzare
metodi espliciti ad un passo di ordine elevato. Degli esempi verranno forniti
dai metodi Runge-Kutta.

Riformuliamo il metodo (7) come segue

p+1 p+1
Zasun—l—s = hZﬁsf(tn—i-s, un+s)7 n=0,1,...,Np— (p + 1) (8)
s=0 s=0

avendo posto apy1 = 1, oy = —ap—s per s = 0,...,p e Bs = byp_s per
s=0,...,p+ 1. La (8) ¢ una equazione lineare alle differenze.

Definizione 2.1 L’errore di troncamento locale (LTE) T,41(h) introdotto
dal metodo multistep (7) nel punto t,41 (pern > p) é definito dalla relazione

P P
W1 (B) = yns1 — | D _ayn—j+h > by ;| n>p (9)
=0 j=-1

dove si & posto yn—j = y(tn—j) € yy,_; =y (tn—j) per j=—1,...,p.
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La quantita h7,41(h) ¢ il residuo che si genera nel punto t,4; avendo pre-

teso di “far verificare” alla soluzione esatta lo schema numerico. Indicando

con 7(h) = max|7,(h)| lerrore di troncamento (globale), si ha la seguente
n

definizione:

Definizione 2.2 (Consistenza) Il metodo multistep é consistente se 7(h) —
0 per h — 0. Se inoltre T(h) = O(hY), per qualche ¢ > 1, allora il metodo si
dira di ordine q.

Si puo dare una piu precisa caratterizzazione del LTE introducendo il
seguente operatore lineare £ associato al metodo MS lineare (7)

3

p
Llw(t);h] = w(t+h) =Y ajw(t — jh) —h Y bjw!(t — jh), (10)
=0 j=-1

dove w € C1(I) & una funzione arbitraria. Si noti che il LTE & esattamente
L[y(ty); h]. Se supponiamo che w sia sufficientemente regolare e sviluppiamo
in serie di Taylor w(t — jh) e w'(t — jh) in t — ph, otteniamo

Llw(t); h] = Cow(t — ph) + Crhw™ (t — ph) + ... + CLh*w® (¢t — ph) + . ..

Di conseguenza, se un metodo MS ha ordine ¢ e y € C971(I), si ha

Tos1(h) = Conth®™ 'y D (1) + O(h"F?)

Il termine Cq+1hq+1y(q+1)(tn_p) e detto errore di troncamento locale prin-
cipale (PLTE, dall'inglese principal local truncation error) mentre Cyqq €
la costante dell’errore. Il PLTE e largamente usato nella costruzione di
strategie adattive per i metodi MS

Introduciamo ora due famiglie specifiche di metodi multistep.

2.2 I metodi di Adams

Questi metodi vengono derivati dalla forma integrale del problema di Cau-
chy. Si suppone che i nodi di discretizzazione siano equispaziati, ovvero
t; = to+ jh, con h > 0 e j > 1; indi, anziché f, si integra il suo polinomio
interpolatore su p+6 nodi distinti, con # = 1 se i metodi sono espliciti (p > 0
in tal caso) e # = 2 se i metodi sono impliciti (p > —1). Gli schemi risultanti
sono dunque consistenti per costruzione e hanno la seguente espressione
p+0
Un1 = Un +h Y bifu; (11)
j=—1
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I nodi di interpolazione possono essere dati da

1. tn,tn—1,...,tn—p, in tal caso b_1 = 0 e lo schema risultante ¢ esplicito,
oppure da
2. tpt1,tn, ..., tu—p, in questo caso b_y # 0 e lo schema ¢ implicito.

I metodi impliciti sono detti di Adams-Moulton, mentre quelli espliciti sono
detti di Adams-Bashforth.

Metodi di Adams-Bashforth (AB) (espliciti)

Per p = 0 si ritrova il metodo di Eulero esplicito, essendo il polinomio
interpolatore di grado zero nel nodo t, dato da Ilpf = f,,. Per p =1, il
polinomio interpolatore lineare nei nodi ¢,_1 e t, € dato da

T f(E) = fut (= t) 222
tn—l - tn
Poiché Iy f(t,,) = fn, mentre 11y f(tn4+1) = 2fn — fn—1, Si ottiene

tn41

[ M = 5 ) + D) = 5 36— ful.

tn

Si ottiene pertanto lo schema AB a due passi

Up+1 = Up + g [3fn - fn—l] . (12)

Nel caso in cui p = 2, si trova in modo del tutto analogo lo schema AB a tre
passi

h
Upt1 = Up + E [23fn - 16fn—1 + 5fn—2]

mentre per p = 3 si trova il metodo AB a quattro passi

h
Up+1 = Up + ﬂ (55fn - 59fn—1 + 37fn—2 - 9fn—3)
Si osservi che i metodi di Adams-Bashforth usano p+ 1 nodi e sono a p+ 1
passi (con p > 0). In generale, gli schemi di Adams-Bashforth a ¢ passi sono
di ordine q. Le costanti dell’errore C;]" 1 di questi metodi sono indicate nella

Tabella 1.



I metodi di Adams-Moulton (AM) (impliciti)

Per p = —1 si ritrova il metodo di Eulero implicito, mentre nel caso p = 0,
si usa il polinomio interpolatore lineare di f nei nodi ¢,, e t,41 e si ritrova
lo schema di Crank-Nicolson. Nel caso del metodo a due passi (p = 1), si
costruisce il polinomio di grado 2 interpolante f nei nodi t,,—1, ty, th41 € si
trova un nuovo schema (del terz'ordine) dato da

h
Upy1 = Up + T2 (5fn+1 + 8fn — fr-1l (13)

Gli schemi successivi con p = 2 e p = 3 sono dati rispettivamente da

h
Unp+1 = Up + ﬁ (gfn+1 + 19fn - 5fn—l + fn—2)

Up4+1 = Up + % (251fn+1 + 646 f, — 264f, 1 +106f, 2 — 19fn—3)
Si osservi che i metodi di Adams-Moulton usano p+2 nodi e sono a p+1 passi
se p > 0, con la sola eccezione del metodo di Eulero implicito (corrispondente
ap = —1) che usa un nodo ed ¢ un metodo ad un passo. I metodi di Adams-
Moulton a g passi hanno ordine ¢+ 1. Le loro costanti dell’errore C'y41 sono
indicate nella Tabella 1.

q|Cip1 | Cogt1 | 4 g+1 | Cat1

1 1 3 1
Lig | =3 |3 8§ | ~m

5 1 251 19
20 13 | "2 |4 o | 7o

Tabella 1: Costanti dell’errore per i metodi di Adams-Bashforth e di Adams-
Moulton di ordine ¢

2.3 I metodi BDF

I metodi alle differenze all’indietro (backward differentiation formulae, bre-
vemente indicati con BDF) sono metodi MS impliciti che si ottengono in
maniera complementare ai metodi di Adams. Se infatti in questi si e ricorso
all’integrazione numerica per la funzione f, nei metodi BDF si approssima
direttamente il valore della derivata prima di y nel nodo t,41 tramite la
derivata prima del polinomio interpolatore di y di grado p+ 1 nei p+ 2 nodi
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tnt1stn, .- s tn—p, con p > 0. In questo modo si trovano tutti schemi della
forma

p
Upt1 = Zajun—j + hb_1 frnt1 (14)
=0

con b_; # 0. Riportiamo nella Tabella 2 i coefficienti dei metodi BDF che
sono zero-stabili.

pl a a1 a as as a5 | by
0] 1. 0 0 0 0 o0 | 1
4 1 2
14 1o 0 0o o0 | 2
18 9 2 6

2| 18 9 2 o o | &
48 36 16 3 12
3135 - = -3 0 0 |3

4300 300 20 75 12 5 | 60

137 137 137 137 137 137

5| 360 450 400 _225 72 10 | 60

147 147 147 147 147 147 147

Tabella 2: I coefficienti dei metodi BDF zero-stabili per p =0,1,...,5

2.4 Analisi dei metodi multistep

Analizziamo in questo paragrafo le condizioni che assicurano la consistenza
e la stabilita dei metodi multistep. L’obiettivo e quello di ricondurre tale
verifica al controllo di semplici relazioni algebriche.

Relativamente alla consistenza vale il seguente risultato:

Teorema 2.1 Il metodo multistep (7) é consistente se e solo se sono sod-
disfatte le sequenti condizioni algebriche sui coefficienti

p

p p
Zaj =1, —Zjaj + Z b =1 (15)
j=0

=0 j=—1

Se inoltre y € CI9TY(I) per qualche ¢ > 1, dove y ¢ la soluzione del problema
di Cauchy il metodo ¢ di ordine q se e solo se vale la (15) ed inoltre sono
soddisfatte le sequenti condizions

p P
S (=iap iy (=) =1,i=2,...,q (16)

=0 j=—1
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Applichiamo il metodo multistep (7) al problema modello 3" = Ay. La
soluzione numerica soddisfa 1’equazione lineare alle differenze

p p

Up+1 = Zajun_j + hA Z bjun_j, (17)
j=0 j=—1

per la quale si cercano quindi soluzioni fondamentali della forma wu; =

[r;(h\)]E, k = 0,1,..., essendo r;(h\), per i = 0,...,p, le radici del poli-

nomio I € P4

II(r) = p(r) — hAa(r). (18)

Si sono indicati rispettivamente con

p P
p(r) = rPt1 — Zajrp_j, o(r)=b_qrPtl 4 ijrp_j
j=0 Jj=0
il primo ed il secondo polinomio caratteristico del metodo multistep (7). Il
polinomio II(r) si chiama polinomio caratteristico associato all’equazione alle
differenze (17), e le sue radici r;(h\) si dicono radici caratteristiche.

Evidentemente, le radici di p sono date dalle r;(0), con i = 0,...,p, e
verranno indicate nel seguito semplicemente con ;. Inoltre, la prima delle
condizioni di consistenza (15) comporta che se un metodo multistep & con-
sistente, allora 1 ¢ radice di p. Supporremo che tale radice (di consistenza)
sia r9(0) = ro e chiameremo principale la corrispondente radice ro(h\) del
polinomio caratteristico (18).

Diremo che il metodo multistep (7) soddisfa la condizione delle radici se
tutte le radici r; sono contenute nel cerchio unitario centrato nell’origine del
piano complesso. Nel caso in cui una radice cada sul bordo di tale cerchio,
essa deve essere una radice semplice di p. Equivalentemente,

T'§17 ]:0;7]7,
71 (19)
se inoltre |rj| =1, allora p'(r;) # 0.

Il metodo MS (7) soddisfa la condizione forte delle radici se soddisfa la
condizione delle radici e se inoltre rg = 1 € 'unica radice che cade sul bordo
del cerchio unitario. Equivalentemente,

Iri|l <1, j=1...,p. (20)

Infine, il metodo MS (7) soddisfa la condizione assoluta delle radici se esiste
ho > 0 tale che

|7“j(h)\)| <1, i=0,...,p, Vh<hyg. (21)

12



2.5 Analisi di stabilita e di convergenza per i metodi multi-
step

Individuiamo ora le relazioni che intercorrono fra le condizioni delle radici e
le proprieta di stabilita di un metodo multistep.
Diciamo che il metodo multistep (7) a p + 1 passi ¢ zero-stabile se

Jho >0, 3C >0: Vhe (0,h], |2 —uM| < Ce, 0<n <Ny, (22)

n

dove N, = max{n: t, <ty+T}e zﬁh), ugh) sono rispettivamente le soluzioni
dei problemi

p p
Zg—?l = Zajzﬁbh_)j +h Z bjf(tn_j, ZﬁLh_)j) + hdpy1,

=0 j=——1 (23)
z,(gh):w,(gh)+5k, k=0,...,p
" _ N\~ ) - )
Upp1 = Zajun—j +h Z bjf(tn—jﬂun—j)7
— —~ (24)
J= J=
u,(gh)—w,(gh), k=0,...,p

perp <n < Np—1,dove |0| <e,0<k < Nh,wéh) = yoew,gh), k=1,...,p,
sono p valori iniziali generati usando un altro schema numerico.

A questo punto si puo dimostrare che per un metodo multistep consi-
stente, la condizione delle radici (19) & equivalente alla zero-stabilit4.

Il teorema precedente consente di caratterizzare il comportamento, in
merito alla stabilita, di diverse famiglie di metodi di discretizzazione.

Nel caso particolare dei metodi ad un passo consistenti, il polinomio p
ammette la sola radice ro = 1. Essi dunque soddisfano automaticamente la
condizione delle radici e sono pertanto zero-stabili.

Per i metodi di Adams (11), il polinomio p assume sempre la forma
p(r) = rPTt — P, Le sue radici sono pertanto ro = 1 e r; = 0 (con
molteplicita p) e dunque tutti i metodi di Adams sono zero-stabili.

Infine, i metodi BDF riportati nel paragrafo 2.3 sono zero-stabili purché
p < 5, essendo in tali casi soddisfatta la condizione delle radici.

Possiamo ora dare il seguente risultato di convergenza:
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Teorema 2.2 Un metodo multistep consistente é convergente se e solo se é
soddisfatta la condizione delle radici e l’errore sui dati iniziali € un infinite-
sitmo rispetto a h. Inoltre, esso converge con ordine q se sia T(h) sia l’errore
sui dati iniziali sono infinitesimi di ordine q rispetto ad h.

Una notevole conseguenza del Teorema 2.2 ¢ il seguente teorema di equiva-
lenza.

Corollario 2.1 (Teorema di equivalenza) Un metodo multistep consi-
stente e convergente se e solo se € zero-stabile e se ’errore sui dati iniziali
tende a zero per h che tende a zero.

2.6 L’assoluta stabilita nei metodi multistep

Il metodo MS (7) applicato al problema modello genera ’equazione alle
differenze (17), la cui soluzione assume la forma

k/ m]-—l
Up = Z Z vsin® | [rj(RA)]", n=0,1,...
7=0 s=0
dove le rj(hX), 7 = 0,...,k’ sono le radici distinte del polinomio caratte-

ristico (18). Abbiamo indicato con m; la molteplicita della radice r;(hX\).
E chiaro che la condizione assoluta delle radici & necessaria e sufficiente ad
assicurare che il metodo MS (7) sia assolutamente stabile se h < hy.

Fra i metodi che godono della proprieta di assoluta stabilita sono da
preferire quelli per i quali la regione di assoluta stabilita A & molto estesa o
addirittura illimitata. Fra questi, vi sono i metodi A-stabili ed i metodi -
stabili; per questi ultimi A4 contiene la regione angolare definita dagli z € C
tali che —Y < m —arg(z) < ¥ con # € (0,7/2). In particolare i metodi
A-stabili sono molto importanti nella risoluzione di problemi stiff.

2.7 Metodi predictor-corrector

La risoluzione di un problema di Cauchy non lineare con uno schema im-
plicito, richiede ad ogni passo temporale la risoluzione di un’equazione non
lineare. Se si usa il metodo di Newton per risolvere questa equazione, si
trova

uFH = u® ) — o)) e W),
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(0)

per k = 0,1,..., fino a convergenza e richiedendo che il dato iniziale u,,
sia sufficientemente vicino a 1.
Alternativamente, si pud usare una iterazione di punto fisso della forma

k+1 k
) = ) (25)
per kK = 0,1,..., fino a convergenza. In tal caso, la condizione di conver-

genza per un metodo di punto fisso comportera una limitazione sul passo di
discretizzazione della forma

1
|b_1|L

dove L & la costante di Lipschitz di f rispetto a y. In pratica, ad eccezione
dei problemi stiff questa restrizione su h non & troppo penalizzante in quan-
to considerazioni di accuratezza impongono restrizioni ben maggiori su h.
Tuttavia, ogni iterazione di (25) richiede una valutazione della funzione f
ed il costo computazionale puo essere contenuto solo fornendo un buon dato
iniziale u,(hLOJ)rl. Questo puo essere fatto eseguendo un passo di un metodo MS
esplicito ed iterando poi per un numero fissato m di iterazioni. Cosifacendo,
il metodo MS implicito usato nello schema di punto fisso corregge il valore di
Upy1 “predetto” dallo schema MS esplicito. Il metodo che si ottiene & detto
complessivamente metodo predictor-corrector, o metodo PC. Un metodo PC
pugessere realizzato in vari modi.

h <

(26)

(0)

Nella sua versione elementare, il valore u, ; viene calcolato tramite un
metodo esplicito a p + 1-passi, detto il predictor (i cui coefficienti verranno
indicati con {a;, b;})

P P
0 ~ 1 7 0
Pl gty =D asuy + by bif
=0 j=0

dove f,go) = f(tk, u,go)) e u,(:) sono le soluzioni calcolate con il metodo PC al
passo precedente oppure sono le condizioni iniziali.

(0)

A questo punto, si valuta la funzione f nel nuovo punto (t,41,u, ;)
(fase di valutazione)

0 0
[E] f,§+)1 = f(tn+17u1(1-i)-l)7
ed infine si esegue una sola iterazione del metodo di punto fisso usando uno
schema MS implicito della forma (7), ovvero

p p
0 0
€] uithy =Y aull + hboy £ + Ry b £
=0 =0
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Questo secondo passo della procedura e ora esplicito ed il metodo che si
usa e detto corrector. La procedura nel suo insieme viene denotata in breve
come metodo PEC o P(EC)!, in cui P e C indicano una applicazione del
metodo predictor e del metodo corrector al tempo ¢,,1, mentre E indica
che e stata effettuata una valutazione di f.

Possiamo generalizzare questa strategia supponendo di eseguire m >
1 iterazioni al passo t,41. Il metodo corrispondente e detto predictor-

(0)

ni1 al tempo t, 11 usando il predictor nella forma

multicorrector e calcola u

D D
1Pl )y = al™ 4+ ny b Y. (27)
j=0 J=0

Qui m > 1 indica il numero (fissato) di iterazioni che vengono eseguite nei
passi [E], [C]: per k=0,1,...,m —1

B] £ = Pl g,
(€] ulHY = Za] )+ hb_y +th £y,

Questa implementazione del metodo PC & comunemente indicata come P(EC)™
Una differente implementazione, nota come P(EC)™E, prevede che al ter-
mine del processo venga nuovamente valutata la funzione f. Abbiamo
quindi

eperk=0,1,...,m—1,

E] 15 = Fltar, ut))),

(k+1) k) m
[C] n+l Za] + hb— 1fr(z—|—1 + th fqg —j
7=0

seguito da

E] 1) = Fltnrr,a™).
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Introduciamo una semplificazione nelle notazioni. Usualmente, il numero
di passi del metodo predictor ¢ maggiore di quello del metodo corrector;
di conseguenza definiamo il numero di passi del metodo predictor-corrector
come il numero di passi del predictor. Denoteremo questo numero con p.

In ogni metodo predictor-corrector, ’errore di troncamento del predictor
combinato con quello del corrector, genera un nuovo errore di troncamento
che ora esaminiamo. Siano ¢ e ¢, rispettivamente, gli ordini del predictor e
del corrector, e supponiamo che y € C7t1, dove § = max(q, q). Allora

D D

Y(tny1) — Zdjy(tn—j)_hzbjf(tn—jayn—j)
=0 - 3=0 i

= Canh®™y @ (L, ) + O(hT2),

p p
y(tar1) — Y ay(ta—g) —h Y bif(tuj yn—j)
=0

_ j:—l
= Cq+1hq+1y(q+1)(tn—p) +O(h*?),

dove C~*EI~+1, Cy+1 sono le costanti dell’errore dei metodi predictor e corrector
rispettivamente. Vale il seguente risultato.

Teorema 2.3 Supponiamo che il metodo predictor abbia ordine q e il me-
todo corrector abbia ordine q. Allora:

seq>q (0oq<qconm>q—q), il metodo predictor-corrector ha lo stesso
ordine e lo stesso PLTE del corrector;

se § < qem = q—q, allora il metodo predictor-corrector ha lo stesso
ordine del corrector, ma diverso PLTE;

seqg<qgem<q—q—1, allora il metodo predictor-corrector ha ordine
pari a ¢ +m (quindi minore di q).

In particolare, si noti che se il predictor ha ordine ¢ — 1 ed il corrector ha
ordine ¢, il metodo PEC fornisce un metodo di ordine g. Inoltre, i metodi
P(EC)™E e P(EC)™ hanno sempre lo stesso ordine e lo stesso PLTE.

Per quanto riguarda ’assoluta stabilita si noti soltanto che la regione
di assoluta stabilita del metodo predictor-corrector € fortemente influenzata
dalla regione di assoluta stabilita del metodo predictor e, di conseguenza,
non esisteranno in generale metodi predictor-corrector incondizionatamente
stabili.
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