Esercizio 797
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dx
IE=
dx
/x2+7x+6

*okok

Calcolare gli integrali:

Soluzione

1. L’integrando
1

2 -9

f(x) =

¢ una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in frazioni
parziali. Osserviamo che:
> —9=(r—3)(z+3),

quindi:
1

(—3)(z+3)

f(x) =

Percio decomponiamo in fattori lineari distinti:

1 A B

(x —3)(x+3) x—3+x+3
Az +3A+ Br—3B

(z—3)(x+3)
_ (A+B)z+3(A-B)
(—3)(z+3)

Quindi:
(A+B)z+3(A—-B)=1

Da cio ottiene il sistema lineare:

A+B=1
3A-3B=1"

nelle incognite (A, B). Si tratta di un sistema di Cramer, la cui soluzione ¢:

aolpo
6 6
Percio: p ) 5
T T —
— =1 C
/1:2—9 6nx+3'+




2. L’integrando
1

f(x):x2+7x+6’

¢ una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in frazioni
parziali. Osserviamo che:

P+ 70 +6=(z+1)(z+6)

Quindi:
1 A B

(x+1)(x+6) :a:+1+:1:+6
 Ar+6A+Bx+ B
(x4 1)(z+6)
(A+ B)x+ (6A+ B)

(x+1)(z+06)

Quindi:
(A+B)x+ (6A+B) =1

Da cio ottiene il sistema lineare:

A+B=0
6A+B=1"

nelle incognite (A, B). Si tratta di un sistema di Cramer, la cui soluzione é:

1 1
A=>.B=-=
5 5

Percio:

/ 1 dm—l/ dx _1/ dx
(z+1)(z+6) " 5) x+1 5) 24+6

D+ 1) = iz + 6
=—In|x ——Inlz
5 5

1

=—-In

o5

z+1
r+6

R

Esercizio 798

Calcolare gli integrali:

/ xdx
22 -3z —4

/x2+31‘—4
— dx
2?2 —2x — 8



*okok

Soluzione

1. L’integrando
x

22 -3z —4

f(x) =

e una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in frazioni
parziali. Osserviamo che:

2 —3r—4=(x+1)(z—4),

quindi:
1

(x+1)(x—4)

fx) =

Percio decomponiamo in fattori lineari distinti:

1 A B

(x+1)(x—4) :x+1+x—4
 Ar—4A+Br+ B
(41 (z—4)
(A+ B)x + (—4A+ B)
(x+1)(x—4)

Quindi:
(A+ B)z+ (—4A+B)=1

Da cio ottiene il sistema lineare:

A+B=1
—4A+B=0"

nelle incognite (A, B). Si tratta di un sistema di Cramer, la cui soluzione é:

Percio:

/ xdx _1/ dz +Z_l/ dz

(z+10)(xr—4) 5] a+1 5] x4
1 4

:Sln]a;+1]+gln\:c—4|+0

1
:51n[|x—|—1|-(m—4)4}+0



2. In questo caso il grado del numeratore ¢ pari a quello del denominatore. Procediamo
in questo modo:

22 +3x—4 2?2 —2x —8+45bxr+4
——dx = dx

2 —2x — 8 2?2 —2x — 8
5 4

/dm / 2x+
x? —2x — 8

Mdac per decomposizione in frazioni parziali. Poniamo:

Calcoliamo f

Sr + 4

T =%

¢ una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in frazioni
parziali. Osserviamo che:

2 =22 —8=(z—4)(z+2)

Quindi:
5 4 4 A B
@-D(e+2) z-4 142
Az +2A+ Bz — 4B
(=4 (z+2)
_ (A+B)z+ (24— 4B)
B (x—4) (v +2)

Quindi:
(A+B)x+ (2A—4B) =5z + 4

Da cio ottiene il sistema lineare:

A+B=5
A-2B=2"

nelle incognite (A, B). Si tratta di un sistema di Cramer, la cui soluzione é:

A=4DB=1

/ 5r +4 dx—4/ dz +/ dx
(x—4)(z+2) " x—A4 xr+2

=4lnjz —4|+Injx + 2|+ C4

Percio:

Si conclude che l'integrale proposto vale:

24+3x—4
/H—xdx:x+4ln|x—4|+1n|x+2|+C’
x?—2x—8



Esercizio 799

Una grandezza fisica = (resa adimensionale) ¢ legata al tempo t dall’equazione:

{L‘2

essendo k una costante positiva con le dimensioni dell’inverso di un tempo, ed a un parametro
reale positivo. Esplicitare la dipendenza funzionale x (t).

Kk
Soluzione
Siccome £ € una costante, la (1) implica:
Kkt =F(x),
essendo F'(x) una primitiva di
22 22
f@)= G = s
G- (@) (@)
22

(a — ) (a+ x) (a® + 2?)

f (z) € una funzione razionale propria, per cui possiamo procedere per decomposizione in
frazioni parziali. Precisamente, in frazioni parziali distinte:

12

(a — ) (a+ x) (a® + 2?)

A B Cx+D

_|_

a—z a+z a?+a?
A(a+x)(a®*+2%) + B(a—1z)(a* +2*) + (Cx + D) (a® — %)
B (a—z)(a+x)(a®+2?)

(A= B—-C)a*+ (aA+aB — D)x* + (a*A — a*B + a*C)x + a*A + a*B + a*D

(a—x)(a+x)(a®+ 2?)

Y

cloe:

(A-B-0C)a*+ (aA+aB — D)2’ + (a’A - a’B+a°C) z + a’A+ a’B + a*’D = 2* (2)
Dalla (2) si ottiene il sistema:

A-B-C+0=0

aA+aB+0—D=1 (3)
A-B+C+0=0 "~

aA+aB+0+D =0



nelle incognite (A, B, C, D).
Le matrici incompleta e incompleta:

1 -1 -1 0 1 -1 -1 0 0
a a 0 -1 a a 0 -1 1
M=ty 0 1 o 'Y= ]1 211 0 o0
a a 0 1 a a 0 1 0
Il determinante di M:
1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
A= a a 0O -1| |a a 0 -1
I I I | ol 2 -2 0 0
a a 0 1 a a 0 1
a a —1 a a —1 a a —1
=—12 =2 0 |=2-11 0 |=2-1 1 o0
a 1 a a 1 20 2a O

= 8a

Quindi r (M) = 4. Inoltre, r (N) = 4, per cui r (M) = r (N) = 4. Cio implica che (3) & un
sistema di Cramer con caratteristica p = 4.

JAN|
A= —
A?
essendo
L o | 1o
M=ly 11 o :_15(1):2
0 a 0 1 ¢
Quindi:
1
A= — 4
1 (4)
L’incognita B:
AV
B=—=
A’
essendo:
a1 0 | [t
B2=11 ¢ 1 0:15(1)22
a 0 0 1 “
Qundi:



1
= (5)

Le rimanenti incognite C', D possono essere calcolate direttamente, cioe senza ricorrere ai
determinanti. Infatti dalla seconda e terza equazione di (3):

C=A-B=0
1

Riassumendo:
1 1 1
4a’ 4a’ ’ 2
Percio:
1 dx 1 dx 1 dx
F = — — - —
(z) 4a/a—x+4a a+x 2/a2+x2
L= 2]+ S Injata| d
=——Inla — —In - —
1 a—x 1 atx 52 1+(£)2
th/
=l ()
“ (%)
1 1 1
:—Eln|a—x|+@ln\a+x|—%arctang—l—C’
Quindi:

a-+x
a—x

H(z) = — {m

- dak

— 2arctan f] +C (6)
a

La dipendenza funzionale della grandezza x in funzione del tempo e data dall’inversa della
funzione ¢ (z) espressa dalla (6).

Esercizio 800

Calcolare 'integrale:
/ 2?2 —3r—1
————dx
3+ 2?2 -2z
*kokok

Soluzione
L’integrando ¢ una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in
frazioni parziali. Osserviamo che:

P —2r=2(r—1)(x+2)



Percio decomponiamo in fattori lineari distinti:

2 —3r—1 A B C
z(x—1)(x+2) :E+x—1+x—|—2
A@-1)(z+2)+Bx(r+2)+Czx(xr—1)
B z(x—1)(z+2)
(A+B+C)a*+(A+2B—-C)—2A
z(x—1)(x+2)

Quindi:
(A+B+C)2*+ (A+2B—-C)-24=1

Da cio si ottiene il sistema lineare:

A+B+C=1
A4+2B+C=-3 ,
2A+0+0=1

nelle incognite (A4, B, C'). Si tratta di un sistema di Cramer. Anziche risolvere con il metodo
dei determinanti, & pitt semplice risolvere direttamente. Infatti dalla terza equazione otteni-
amo:

che sostituita nella prima e seconda:

Moltiplicando primo e secondo membro della prima equazione per —2:

—2B - 20 = —1
2B—-C=-1

Sommando membro a membro:

Quindi:

1
B=--C=-1
2

Riassumendo, la soluzione del sistema e:



Percio:

/x2—3$—1 / / / dx
3+ 22— 21 x—l T+ 2

3
ln|x| ln|x—1|+§1n|x+2|+0

1/2 9[3/2
:mu| e
|z — 1
z(z+2)°
—m Yy
|z =1

Esercizio 801

Calcolare gli integrali:
/ xdx
(¢ —2)*
4
/ x—3dx
(1—=x)

*okok

Soluzione

1. L’integrando ¢ una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione
in frazioni parziali. Precisamente in fattori lineari ripetuti:

Xz Al A2

= +
(z—2?% -2 (2-—2)
o A1$—2A1+A2
Cz(r—1)(x+2)

Quindi:
A1$—2A1+A2 =X

Da ci0 si ottiene il sistema lineare:
A =1
—2A1 + A2 - 0 ’

la cui soluzione ¢ immediata:

Alzl,AQZZ
Percio:
xdx dx dx
;= t2 [ ——
(x —2) x—2 (x —2)
2
n|r— 2| x—2+C



2. Qui abbiamo una funzione razionale impropria, per cui eseguiamo la divisione tra i due
polinomi, ottenendo:

xt 34 1 4 i 6
o _r— _ 7
(1-2) (1-2 (1-af 1-2

quindi:

Y

1 1 4
= ——z? -3z + 5 — —6In|l—2z|+C
2 2(1—ux) 11—z
_1-80-2)_ se—7
T 2(1-x2)2 T 2(1-2)2
1| 8 —7
= {x—2—$2—3x—61n]1—x|} +C
21(1~ux)

Esercizio 802

Calcolare gli integrali:

dx
/:c3+x

P+ +ar+3
/(x2+1)($2+3) .

*kk

Soluzione

1. L’integrando ¢ una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione
in frazioni parziali.

1 A Bx+C
z(x?+41) _;—1_ 2?2 +1
A+ A+ B+ Cx
B z(x2+1)
(A+B)z*+Cx+ A
z(z?2+1)

Quindi:
(A+B)z*+Cr+A=1

10



Da cio si ottiene il sistema lineare:

A+B=0
C=0 ,
A=1
la cui soluzione ¢ immediata:
A=1,B=-1,C=0

Y

Percio:

/ dx _/%_/ xdx
»+r x 1+ 22
1
:1n|x|—§ln(1+x2)+0

||

————+C
itz

=In

2. Anche qui procediamo per decomposizioni in frazioni parziali:

?+ax*+r+3 Az+B Cx+D
(224+1) (@2 +3) 224+1  22+3
(Az + B) (2* +3) + (2* + 1) (Cz + D)
(2% +1) (22 +3)
(A+C)a*+ (B+ D)2*+ (3A+C)x+3B+ D
(a2 +1) (a2 + 3)

Deve essere:

(A+C)2* +(B+ D)2+ (BA+C)x+3B+ D =2 +2° + 2+ 3,

da cui il sistema di equazioni lineari:

A+0+C+0=1
O+B+0+D=1
3A+04+C+0=1 "~
0+3B+0+D =3

che & un sistema di Cramer, come si puo vedere da un calcolo diretto del rango della
matrice incompleta:

S W o
w o = O
S = O =
_— o = O

11



Risulta:

1 010 1 010 01 1
01 01 01 01
A_detM_3010‘2000‘33?“4
0 3 01 0 3 01
—r(M)=14
Evidentemente:
r(N) =4,
essendo N la matrice completa:
10101
01 011
N = 30101
0 3 011
Quindi:
1 010
1101
1 010
Ay 1 3 01
A:—:—:O
A A ’

poiche A; ha due righe uguali. Possiamo determinare le rimanenti incognite per sosti-
tuzione anziché con il metodo dei determinanti

A=0=C=1

Inoltre:
B+D=1
3B+ D = 3,
da cui
B=1,D=0
Riassumendo:
A=0,C=1,B=1,D =0,
donde:

/w3—|—x2—|—m—|—3d / dx +/ xdx
= | —— —
(22 +1) (224 3) 14 22 243

1
= arctan z + éln (1;2 +3) +C

12



Esercizio 803

Calcolare 'integrale:

/x4—2x3+3x2—w+3
dx

3 — 222 + 3z

*kk

Soluzione
Qui abbiamo una funzione razione impropria, per cui eseguiamo la divisione tra polinomi,
ottenendo:
2t =223 + 322 —x+3 1 11—z
3 — 222 + 3x :;+x+x2—2x+3’
onde 'integrale si esprime:

/x4—2x3+3x2—m+3d | ||+12 / r—1
r=Inlz|+ -2 - [ ———dx
a3 — 222 4 3x 2 22 —-2x+3

resta quindi da calcolare 'integrale a secondo membro. Ques’ultimo si calcola facilmente,
poiché:

r—1= %d(w2—2x+3)
Quindi:

r—1 1 9

Si conclude che l'integrale proposto e dato da:

dr = —2% +1n i

/x4—2x3+3x2—x+3 1
— 2 __ ¢
x3 — 222 + 3w 2 V2 -2+ 3

Esercizio 808

Calcolare 'integrale:

dx
eZm — ez

koksk
Soluzione
Poniamo:

et =1
Differenziando:

dt
exdx:dt:>dx:7

13



L’integrale diventa:

L’integrando e una funzione razionale propria,

1
t2(t—1)
per cui integriamo per decomposizione in frazioni parziali.
1 AL Ay B

et—1) t 2 t-1
At —1)+ Ay (t — 1) 4 Bt?
B 2 (t—1)
(A1 4+ B)t* + (A1 + Ayt — Ay
£2(t—1)

Quindi:
(Al +B)t2+(—A1—|—A2)t—A2 == 1

Da cio si ottiene il sistema lineare:

Al—A2+O:O 5
0+A,+0=1

la cui soluzione ¢ immediatas:

A =-1, Ay =—-1,B=1

/ dt __/dt_/dt+ dt
t(t2—1t) t £2 t—1
1

:—ln]t|+¥+ln\t—1|+0

Percio:

Ripristinando la variabile x:

62x — e

d
/ i =—x+e  +Inle" -1 +C

Esercizio 809

Calcolare l'integrale:

F(2) / sin xdx
€T) =
cosz (1 + cos? x)

okook

14



Soluzione
Poniamo:

t =cosx

Differenziando:

dt = —sin xdx

L’integrale diventa:

dt
ro=- | iy

L’integrando e una funzione razionale propria,

1
t(2 4+ 1)
per cui integriamo per decomposizione in frazioni parziali.
1 A Bt+C

(211 1 241
A+ 1)+ Bt*+ Ct
t(t2+1)
(A+B)t*+Ct+ A
t(t2+1)

Quindi:
(A+B)*+Ct+A=1

Da cio si ottiene il sistema lineare:

A+B=0
c=0 |
A=1

la cui soluzione € immediata:

A=1,B=-1,C=0

dt tdt
Fit)=— [ =
0 [
1

:—ln\t]—i-iln(tz—l—l)—i-C'

Percio:

t2+1

+C
4

=1In

Ripristinando la variabile x:

/ sin zdx V1+cos?x LC

cosz (1 +cos?x) N |cos x|

15



Esercizio 811

Calcolare 'integrale:

Fr) = / (2 + tan?z) dx
~ ) cos?x (1 +tan® z)

KoKk
Soluzione
Poniamo:

tanx =1
Differenziando:

dx
- = dt
cos? x

L’integrale diventa:

2+t2
F(t) = dt
(®) / 143
L’integrando ¢ una funzione razionale propria,
42 2+ 2
B+1 (t+1)E—t+1)

per cui integriamo per decomposizione in frazioni parziali.

1 +2 A Bt +C
(t+1)(t2—t+1) RS ———
AP —At+ A+ B4+ (B+C)t+C
B (t+1)(t2—t+1)
(A+B)t*+ (—A+B+C)t+ A+ C
t+1) (2 —t+1)

Quindi:
(A+B)t*+ (—A+B+C)t+ A+ C =1 +2

Da cio si ottiene il sistema lineare:

A+B+0=1
A-B-C=0 |
A+0+C =2

che risulta essere un sistema di Cramer. Infatti:

1 1 O 1 1 0 1
M=|11-1 -1}, N=| 1 -1 -1 0
1 0 1 10 1 2

16



Abbiamo:

D’altro canto:

r(N)=3
Quindi r (M) =r (N) = 3.
La soluzione é:
1 1 0
0 -1 -1
2 0 1
A= =1
A
11 0
1 0 -1
. 1 2 1 0
— X —
1 1 1
1 -1 0
O 1 0 2 _
— A —
Percio:
dt dt
Fit)= | — -
*) t+1%1/ﬁ—t+1 (7)
=In|t+ 1|+ F (1),
essendo

ﬂ@ﬂg/ dt

2 —t+1
Quest’ultimo appartiene alla classe degli integrali contenenti un trinomio di secondo grado,
e come tale si risolve nel seguente modo:

C—t+1l=(t+k)>+1
=>4+ 2kt + k* + 1

I+k=1

da cio segue:

2
t%¢+1=0—1>+1
2
3 %—12+1
-1|155 :

17



quindi:

Fl(t)zg/H—folz \/—/1+

2 ; (2t—1)+0
— —— arctan E—
V3 V3 !

Finalmente possiamo scrivere U'integrale (7):

2 2t —1
F(t) =In|t+ 1| + —= arctan (—)
\/_ \/_
Ripristinando la variabile x:

/ (2 + tan?z) dx

cos?z (1 + tan3 )

In |t + 1] + 2 arcta (Qtanx—l) +C
= In|tanx — arctan | ————
V3 V3

Esercizio 812

Calcolare I'integrale:

B 22— 2z +3 -
F(x)_/(:r—l)Q(:):Q—i—l)

okosk

Soluzione
L’integrando ¢ una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in
frazioni parziali.

22 —2x+3 Ay N A, +Bgn—i—C
(z—1)%(22+1) -1 (x—1)7 2241
(A4 B+ (A + A 2B+ )+ (A +B-20)2— A1+ A+ C
B (z— 1) (22 +1)

Quindi:
(A +B)2* + (A + A3 —2B+C) 2 + (A, + B—-20)z — A + Ay + C
=2 2243

Da cio si ottiene il sistema lineare:

A1+0+B+0=0
— A1+ 4, -2B+C=1
A +0+B-2C=-2
—A1+A+0+C=3

18



Scriviamo le due matrici, incompleta e completa:

1 0 1 0 1 01 0 0
11 -2 1 11 -2 1 1
M=1 10 2 9" N¥= 1 0 2 2 29
11 0 1 11 0 1 3

Risulta:

r(M)=r(N)=4

Abbiamo cioé un sistema di Cramer. Risolvendolo otteniamo:

Alz—l,Agzl,le,Czl

x?2—2x+3 dx dx r+1
5 doe = — + 5 + 5 dz
(x—1)" (22 +1) r—1 (x—1) 22 + 1
1 1 [d(z*+1) dx
= —llg—-1- —— 4= [ 2= T2 5
nle—1i x—1+2/ 2+ 1 +/x2+1

1
:—ln\x—1|——1+1n\/:r;2+1+arctan:c+0
x_

Percio:

2 +1
=Iln— 4 arctanz —
r—1 r—1

+C

Esercizio 813

Calcolare 'integrale:

dz
F(x):/x4—2x2+1

*okok

Soluzione
L’integrando ¢ una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in
frazioni parziali. Osserviamo che:

=202 41 = (22— 1) = (2 1)’ (x + 1)°
Quindi:
1 Al AQ + Bl + BZ
(z-1*@+1)° -1 (z-1° 2+1 (z+1)
1
= [(A; + B)2® + (A; + Ay — B, + By) 22
($—1)2($+1)2 [( 1 ) ( 1 2 1 2)

+(—A1+2A2—Bl—232)$—A1+A2+Bl+32]

19



Quindi:
(Al+B)Q33+<A1+A2—B1+BQ).T2+(—A1+2A2—31 —QBQ)x—Al—i—Ag—i—Bl—i—Bz
=1

Da cio si ottiene il sistema lineare:

Ai+0+B;+0=0
A1—|—A2—Bl—|—82:0
_A1+2A2_B1_2B2:0
- A1 +Ay+ B +By=3

Scriviamo le due matrici, incompleta e completa:

1 0 1 0 1 0 1 0 0
1 1 -1 1 1 1 -1 1 0
M= -1 2 -1 =2 , V= -1 2 -1 -2 0
-1 1 1 1 -1 1 1 1 3
Risulta:
r(M)=r(N)=4
Abbiamo cio¢ un sistema di Cramer. Risolvendolo otteniamo:
1 1 1
Ar=—7 A S B => B, =~
1 2 = 4 12T
Percio:
/ dx B 1/ dx 1/ / dx +1/ dx
at =222 +1 r—1 4 x_1 c+1 4) (x+1)?
1 1
—1 — 1] - = —1 1
R R el S L Ry pear
1 r+1 2z
— (1 _
4(“:5—1' x2—1)+0

Esercizio 814

Calcolare 'integrale:

*okok

Soluzione

20



L’integrando & una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in
frazioni parziali.

1 A B

x(x—1) =z x-1
_ Ar— A+ Bx

 z(z—1)
(A+B)z— A

z(x—1)

Quindi:

(A+B)z—A=1

Da cio si ottiene il sistema lineare:

A+B=0
—A=1
La cui soluzione ¢ immediata
A=-1,B=1

Percio:

/ dx __/d_x+/ dx
r(r—1) x r—1
=—Ilnlz|—Injlz -1+ C

=In

REC

Esercizio 815

Calcolare 'integrale:

dx

F(2) /:U4+83:3—:1:2+2x+1
[L’ g
(2 +z) (x3+ 1)

KKk

Soluzione
L’integrando € una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in
frazioni parziali. Innanzitutto osserviamo che:

(® +2) (z* +1) —z(x+1)° (2 —z+1)
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Quindi la riduzione in frazioni parziali si scrive:

e+ 8P —a? +22+1 A B B, Cx+ D

+ + +
c(x+1*@2—z+1) = x+1 (z+41)° 22—z+1
1 2/ 9
= Az +1 —z+1
+B1:1:(:17—|—1)(x2—x+1)+BQx(x2—x+1)+$(C:U+D)(:B—l—1)2]

1
= A+ B + Oz *+ (A+ By +2C+ D) 23
x(x+1)2(x2—x+1)[( ' )+ ? )@

+(=By+C+2D)2* + (A+ By + By + D)z + A]

Deve essere:

(A4+ By +C)a* + (A+ By +2C + D) 2*
+(=Ba+C+2D)2*> + (A+ By + Bo+ D)o + Al = 2* +82° — 2% + 22 + 1

Per il principio di identita dei polinomi si ottiene il sistema lineare:

A+ B +0+C+0=1

A4+0+4+By+2C+D =38
0+0—-By+C+2D=-1 (8)
A+B +B;,+0+D =2

A+0+04+0+0=1

Dall’ultima equazione si ottiene A = 1, per cui il sistema (11) equivale al seguente:

Bi+0+C+0=0

0+B,+2C0+D =7 ()
0—By+C+2D=-1"

Bi+B,+0+D=1

che risulta essere un sistema di Cramer. Risolvendolo con l'omonima regola, si ottiene:
By =-2B,=3,C=2,D=0.

Riassumendo, la soluzione di (11) e:

A:1,31:—2,32:3,C:2,D:O

Percio:
dx dx dx zdx
F = [ — =2 2/ —
(z) /x /x+1+3/(x+1)2+ /xz—x—i-l
=1In|z|+2In|z+ 1|+ 2F (x),
essendo:
xdx
F = [ ———— 1
V@)= [ (10)
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che si calcola con il metodo noto dell’integrazioni di funzioni contenenti un trinomio di
secondo grado. Precisamente:

x:a%(ﬁ—x—i—l)—l—b,

essendo a, b coefficienti indeterminati:

N0 —=

x:2a:1:—a+b:>{

> Q
I

Quindi:

1 fd(z*—z+1) 1 dx
F = — B S A W -
1 () 2/ 2 —x+1 +2/x2—x+1
1 1 dz
= —In(2* — D+ | 5——
2n(x x+)+2/x2—x—|—1

Calcoliamo a parte l'integrale a secondo membro. A tale scopo scriviamo:

1
2

;1:2—3:+1:(:1:+k)2~|—l:>{ kl: 32

4

2
per cui: #? —x+1=2 {(%};) + 1], donde:

/ dx _l/ d<2f/_§1>
22—z+1 /3 1+<2x1>2

V3
2x

Ty ertan
= —— arctan

V3

dove abbiamo omesso la costante di integrazione.

)

1 1 20 —1
Fl(a:):éln(zz—w+1)+%ar0tan( x\/g )

Finalmente otteniamo l'integrale proposto:

|z| (22 — x4+ 1) 3 2 2z — 1
F(z) =1 _ ;
() =In T po] —I—\/garc an 7 +C

Esercizio 816

Calcolare 'integrale:

Fla)= /w“dj— 1

*okok
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Soluzione

Abbiamo:
x4+1:<x2+\/§x—|—1> <x2—\/§x+1>
Quindi
1 B Axr+ B N Cx+ D
(x2+\/§x+1)(x2—\/§:c+1) 242 +1 22—V2r+1
1

[(A+C)a®

- (x2+\/§x+1) (xz—\/§$+1)
+(—\/§A+B+\/§C+D>x2+(A—\/§B+O+\/§D>x
+B+ D =1]

Deve essere:

(A+C)2® + (—\/§A+B+\/§C+D) 22 + (A—\/§B+C+\/§D>:c
+B+D=1
Per il principio di identita dei polinomi si ottiene il sistema lineare:

A+04+CH+04+1
—V2A+B+V2C+D =0 .
A—V2B+C++V2D =0 (11)
0+B+0+D=1

che risulta essere un sistema di Cramer. Risolvendolo con I'omonima regola, si ottiene

1 1 1 1
A=— B=-C=——-,D=—
V2 2 22 2
Percio:
1 2 — /2
F(z) = / V2 dx — %da‘; (12)
2v/2 22 +2x + 1 22 —V2x+1

I due integrali a secondo membro si calcolano il metodo di integrazione delle funzioni conte-
nenti un trinomio di secondo grado, ottenendo:

2 1
/idx:arctan (\/§x+1>+—1n (x2+\/§x+1>
22 +2x 41 2
— /2 1
/%dx:—ln <x2—\/§x+1)—ar0tan (ﬂx—l)
22— 2x +1 2
Quindi:
1 1. 224+V2z+1
F (x) = ——= |arctan (\/§x+1>—|—arctan <\/§x+1)+—ln—
(@) 2\/§[ 2 22— 2z +1
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Esercizio 817

Calcolare 'integrale:

3
2
Flz) = /M—erx

3 — ba? + 4z
KoKk
Soluzione
Abbiamo:
3+ 2
F =5 ——23 4
(z) /x3—5x2+4x o
_5/x3—5m2+4x+5x2—4x+%dx
a3 — bx? + 4z
1 [ 2522 —20x + 2
=5 d - d
</ x+5/ 3 — 52 + 4o x)
=5z + F (x),
essendo:

2522 — 20z + 2
By (z) = / 23 — 522 + d dz,

che si calcola per riduzione in frazioni semplici. In ogni caso, questo procedimento e troppo
laborioso per cui & conveniente eseguire 1 la divisione tra polinomi dellintegrando di F (x):

53 + 2 1 7 161
—— = o — + + 5,
2 —=ba?+4r 20z 3(x—1) 6(zx—4)

donde:

1 7 161
F(:z:):§1n|x|—§1n|x—1|+71n|x—4|+5l‘+0

Metodo di Ostrogradskij

Si applica ad integrali del tipo:

bl
/q(ﬂf)d ’ (13)

dove p(z) e g(z) sono polinomi, con ¢ (z) di grado superiore a quello di p(z) (quindi
l'integrando e una funzione razionle propria).
Inoltre il denominatore e del tipo:

q(x)= <Zbkxk>
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In tal caso si dimostra che:

/@dx_X(:s)+/Y(:v)dx (14)

q(x) " @(z) ¢ (z)

Nella (14) ¢; (z) € il massimo comune denominatore di ¢ (x) e ¢’ (z), mentre:

Le funzioni X (x), Y (x) sono polinomi a coefficienti indeterminati di grado sono inferiori di
una unita rispetto a ¢; (z) e ¢o (z) rispettivamente.

Sviluppiamo un esempio preso dal Demidovic (Esercizi e problemi di Analisi Matematica),
confrontando il metodo di Ostrogradskij con il metodo per decomposizione in frazioni sem-

plici.
1
| 1)

Metodo di Ostrogradskij

Qui e
q(x) = (" =1)° (16)

Quindi:

¢ (z) = 32" (* — 1)
Pertanto:

q(r)=2"—-1
cio implica:
(2* — 1)2 3
¢ (z) = 3 = ¢ -1

q1 € qo sono di terzo grado, onde X e Y sono entrambi di secondo grado, con coefficienti
indeterminati.
La (14) si scrive:

/ 1 7A$2+B£E+C+ D>+ FEx+ F
(z3 —1)% 3 —1 3 —1

Derivando ambo 1 membri:

26



Quindi:

1 (2Az + B) (2* — 1) — 32 (A2 + Bz + C)

(a3 — 1)2 (a3 — 1)2
Dz + Exz+ F
3 —1
1

:@LJyum&wE—&®ﬁ+uuaA—Mﬂﬁ

+(D—-30C)2*+ (—E —2A)z + (—-F — B)

1= D2’ +(E—3A)2" + (F +2A-3B)2°
+(D-30C)2* + (—~E —2A)x + (—F — B)

Per il principio di identita dei polinomi:

Ricaviamo:

Quindi il sistema (17) equivale a

(D=0
3A4+E=0
24— 2B+ F =0
3C+D=0 (17)
9A-E=0
| B-F=1
D=0,C=0
3A—E =0
94— 2B+ F =0
2A—F =0 (18)
B+F——1

La prima e la terza equazione implicano:

A=FE=0,
onde otteniamo il sistema equivalente:
2B—F =0
B+F=0 "
da cui:
1 2
B=—F=—-
3

Raccogliendo la soluzione, si ottiene:
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[ o713/ 5o 19

L’integrale [ nglfl si calcola per decomposizione in frazioni semplici.

1 _a bx +c
(-1 (z24+z+1) 2-1 22+x+1
Ca@+ar+1)+ (br+c)(x—1)
B (x—=1)(22+x+1)
_(a+b)a*+(a—b+c)x+ (a—x)
(x—=1)(x24+ 2+ 1)

Y

cioe:
(a+b)x* +(a—b+c)z+(a—c)=1

Per il principio di identita dei polinomi otteniamo il sistema di equazioni lineari:

a+b+0=0
a—b+c=0 |,
a+0—-c=1
che risulta essere un sistema di Cramer, la cui soluzione e:
1 1 2
= — b _ — — [ —
“=3 3°7 73

Percio:
1 2
T+ ( 9 0)

d 1
/ * :—1n|x—1|——/—dx
-1 3 3) 22+x+1

Calcoliamo a parte 'integrale a secondo membro. Si tratta di un integrale contenente un
trinomio di secondo grado, per cui applichiamo il noto procedimento di calcolo:

2 1 d (22 1 3 d
/—2"’3+ dx:_/—("z rrd )dm+—/—2 - (21)
v +x+1 2 > +x+1 2 > +x+1
1 3 dx
= Zn (22 1 S
gl (@ +at )+2/x2+x+1

Inoltre:

P rdl=(x+k)’+1=a>+2%ke+ k> +1

28



quindi:

/ dz 4\/3/ a2 2v3 (2x+1)
S = 5 arctan )

P+z+1 32 V3

che sostituito in (21):

T+ 2 1 20 +1
——dz = -1 2 1 3arct
/x2+x+1x 2n(:v +x+)+\/_arcan( \/§ )

L’integrale (20):

d 1 1 1 2 1
/x3f1 :§ln\x—1|—gln(:c2+x—|—1)—%arctan (%)

E finalmente I'integrale proposto (19):

/ ! —11 x2—|—m—|—1_ x + 2 arcta 2e+1 +C
(x3_1)2_9n (x—1)2 3(z2—-1) /3 retan V3

Metodo della decomposizione in frazioni semplici

Siccome (23 —1)° = (z — 1)* (#% + = + 1)%, la decomposizione in frazioni semplici ¢:

1 Al A2 Bll’ + 01 BQIL‘ + 02

(x3—1)2_I—1+(x—1)2+$2+$+1 (22 + x4 1)°
1
= A+ B2’ + (A + Ay — By + Cy) 2+
(x—1)2<x2+x+1)2[<1 Dot (At A = B+ 0
+(A1+2A2+B2—Ol)I3+(—A1+3A2—Bl—ZBQ+OQ)I+

+ (—=A; +2A5+ By + By — C — 2C5) + (—A; + Ay + O + Cy)],

da cui:

1:(A1+Bl)$5+(A1+A2—Bl+01)1'4+
+(A1+2A2+BQ—Cl)I3+(—A1+3A2—Bl—QBQ+CQ>I+
+(—=A1 +2A5+ By + By — C; —2C5) + (—A; + As + Cy + Cy)

Per il principio di identita dei polinomi si ottiene il sistema di equazioni lineari di sei equazioni
in sei incognite:

( A +0+B1+0+0+0=0
A+A—-Bi+Ci+0+0=0
A1+2A2+0_01+BQ+02:0

—A1+3A2—Bl—|—0—232+02:0 ’
—A1+2A2+Bl—C’1+BQ—202:0
[ A+ A+ 0+C+0+C=0
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che risulta essere un sistema di Cramer, la cui soluzione e:

2 1 2 1 1 1
1 97 2 97 1 97 1 37 2 37 2 37
donde:
1 2 dx 1 dx 1 20+ 3 1 r+1
— = bt T det o | ———da
(3 —1) 9) -1 9) (z-1% 9)J) 22+x+1 3) 2+z+1
2 1 1 2 3 1 1
:——ln|:13—1|———I——/—JE+ dm+—/—x+ dx
9 9(x—-1) 9) z22+x+1 3) 2?+x+1

E evidetente che il metodo di Ostrogradskij e, in questo caso, piu vantaggioso, poiché con il
metodo della decomposizione in frazioni semplici, innanzitutto occorre risolvere un sistema
di sei equazioni in sei incognite, dopodiché escono altri due integrali con trinomi di secondo
grado, mentre con Ostrogradskij abbiamo un solo integrale.

Esercizio 823

Calcolare il seguente integrale utilizzando il metodo di Ostrogradskij
dx
Fz)= | —— 22
@)= (22)

XKk

Soluzione
Ricordiamo la formula di riduzione di Ostrogradskij:

/wdx X(a:)+/Y(iU)dx (23)

¢(z) " q(z) g2 ()
Nella (23) ¢ (z) ¢ il massimo comune denominatore di ¢ (z) e ¢’ (x), mentre:

Le funzioni X (z), Y (x) sono polinomi a coefficienti indeterminati e di grado inferiori di una
unita rispetto a q; (x) e g (x) rispettivamente.
Nel nostro caso e:

Quindi:
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p@)=2"-1= X (2)=A2* + B2* +Cox + D
@) =1"-1=Y(r)=E>+ F2*+Gr+ H

La (23) si scrive:

dx Az 4+ Ba? + Cx 4+ D Ex® + Fo? + Go+ H
S = + (24)
(x4—1) | 4 —1
Derivando primo e secondo membro della (24):
1 _ (BA2* + 2Bz 4+ C) (2" — 1) — 42° (Az® + Ba* 4+ Cz + D) N (25)
(@17 (et 17
Ex® + Fo? +Gr+ H
T 4
xt—1
() Exd3+ Fa*+Ge+ H
o (at—1)? xt—1
_ pi(2)+ Ex" + Fa® + Ga® + Ha' — E2® — Fa® — Go — H
(af —1)* ’

essendo:

pr (2) Y (3BA2® + 2Bz + C) (' — 1) — 42® (A2® + Ba® + Cx + D)

= 3A2% + 2B2® + Ozt — 3A22 — 2Bx — C — 4A2% — 4B2® — 4Cx* — 4D2?
= —Az% — 2B2® — 3C2* — 4D2® — 342 — 2Bz — C,

che sostituita in (25) fornisce:

x JE—
+ (=3C+ H)z*(—4D — E)2* (-3A — F+)2* + (2B - G)x + (-C — H),

cioe:
l=Ex"+ (—A+ F)a® + (-2B + G) 2°+
+(=3C + H)2* (=4D — E)2* (=3A — F+)2* + (—2B - G)x + (-C — H)

Per il principio di identita dei polinomi:




da cui otteniamo:

A=F=F=D=B=G=0

H =3C 1 3
{C+H:—1 —C=—pf==]

Sostituendo nella (24) i valori dei coefficienti cosi trovati:

/(:p4d+1)2:_4(xf— 1)+/x4df1 (26)

Dobbiamo percio calcolare
/ dx
xt—1

Risulta:
o 1 _a b cr+d
A1 G-t )@+ r—1 r+1 2
:a(x+1)(:v2+1)+b(:v—1)(x2—|—1)+(cx—|—d)(m2—1)
(x—=1)(z+1) (22 +1)
_(a+bt+o) P +(a—b+d)z® +(a+b—c)z+ (a—b—d)
B (x—=1)(z+1)(x2+1)
Cioe:

l=(a+b+e)*+(a—b+d)a*+(a+b—c)x+(a—b—d)
Per il principio di identita dei polinomi, i coefficienti a, b, ¢, d devono soddisfare il sistema

lineare:

a+b+c+0=0
a—b+04+d=0
a+b—c+0=0"
a—b+0—-d=1

che risulta essere un sistema di Cramer, la cui soluzione e:

Quindi (omettiamo la costante di integrazione)

/d—x:11n|x—1|—lln|x+1|—1arctanx
-1 4 4 2
1 z—1
:Z n x+1’—§arctanx,

32



che sostituita nella (26) fornisce il risultato:

dz 3 3
———— = —arctanz — — In

C
(@t — 1) 8 16 +

r—1 T
T+ 1 4(z* —1)

Esercizio 824

Calcolare il seguente integrale utilizzando il metodo di Ostrogradskij
dx
Fx)=[| ——— 27
@)= m 0

XKk

Soluzione
Ricordiamo la formula di riduzione di Ostrogradskij:

/@dx X(a:)+/Y(:v)dx (28)

¢(z) " a(2) ¢ (7)
Nella (34) ¢ (z) ¢ il massimo comune denominatore di ¢ (z) e ¢’ (x), mentre:

Le funzioni X (z), Y (x) sono polinomi a coefficienti indeterminati e di grado inferiori di una
unita rispetto a q; (x) e g (x) rispettivamente.
Nel nostro caso e:

Quindi:

pr)=2"-1= X (2)=Ar+ B
@()=1"-1=Y (r)=Cx+D

La (34) si scrive:

/( dz :Ax+B+/Cx+Dd$ (29)

2—1)°  22-1 2 —1

Derivando primo e secondo membro della (35):
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1 A(a:z—l)—Zm(Ax+B)+Cx+D
(9U2—1)2 (m2—1)2 x?—1

_ Ax® — A—2Ax* —-2Bx+ (Cx+ D) (2* — 1)

(a2 — 1)°

_ Cr3+(—A+D)a*+ (—2B—-C)z+ (—A—-D)

(22 —1)°

cioe:

1=Ca*+ (—A+D)2*+ (-2B-C)z + (-A—- D)

Per il principio di identita dei polinomi:

C=0
A=D
2B=-C
A+D=-1

Sostituendo nella (35) i valori dei coefficienti cosi trovati:

/d_x__L_l/d_x
(z2—-1)2 2(@*-1) 2) a?2-1

L’integrale a secondo membro & un integrale fondamentale, quindi

dx _1l
x2—1_§n

che sostituita nella (37) fornisce il risultato:

/ dx . T _1ln
(22—-1)2 2(@=*—1) 4

Esercizio 824

z+1
r—1

x+1
r—1

REC

Calcolare il seguente integrale utilizzando il metodo di Ostrogradskij

F(x)—/(gﬂd%l)z

okok

Soluzione
Ricordiamo la formula di riduzione di Ostrogradskij:

pla), X [Y()
/ dz +/ dz

q () q () g2 ()

34
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Nella (34) ¢ () ¢ il massimo comune denominatore di ¢ (z) e ¢’ (x), mentre:

Le funzioni X (x), Y (z) sono polinomi a coefficienti indeterminati e di grado inferiori di una
unita rispetto a ¢; (x) e go (x) rispettivamente.
Nel nostro caso ¢:

Quindi:

q(r)=2"-1= X (2)=Az+ B
@) =1"-1=Y (x)=Cx+D

La (34) si scrive:

dx Az + B Cx+ D
pu— d
/(:)32—1)2 w2—1+/ 21 (35)
Derivando primo e secondo membro della (35):
1 A2?—1)—2x(A B D
_ (z ) :L‘(2 T+ )+C.72:+ (36)
(2 —1) (2 —1) x?2—1
_ Ax® — A—2As* —2Bx+ (Cx + D) (2 — 1)
- (a2 —1)°
_ C2*4+ (-A+D)a*+ (-2B-C)z+ (—A—-D)
- (22 —1)°

cioe:

1=Ca*+ (—A+D)2*+ (-2B-C)z + (-A—- D)

Per il principio di identita dei polinomi:

C=0
A=D
2B=-C
A+D=-1

Sostituendo nella (35) i valori dei coefficienti cosi trovati:
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L’integrale a secondo membro & un integrale fondamentale, quindi

dz 1l
x2—1:§n

che sostituita nella (37) fornisce il risultato:

z+1
r—1

’ +C (38)

Esercizio 825

Calcolare il seguente integrale utilizzando separatamente il metodo di Ostrogradskij e il
metodo della riduzione in frazioni semplici (coefficienti indeterminati).

dx
F(JJ) = /m (39)

koK
Soluzione

Metodo di Ostrogradskij
Ricordiamo la formula di riduzione di Ostrogradskij:

/de - X (z) +/Y<I) dx (40)

q (x) ¢ (v) ¢ (7)
Nella (40) ¢ (x) ¢ il massimo comune denominatore di ¢ (x) e ¢’ (z), mentre:

Le funzioni X (x), Y (z) sono polinomi a coefficienti indeterminati e di grado inferiori di una
unita rispetto a ¢; (x) e go (x) rispettivamente.
Nel nostro caso ¢:

q(0) =z (e + 1)
¢ (@) = (z+1)" + 2z (x +1)

Quindi:

g)=r+l=X(z)=A
¢@(z)=z(x+1) =Y (r)=Bx+C

36



La (40) si scrive:

/ dz A +/ Bﬂl:—l—C’alm (41)

x(x+1)2:$+1 z(x+1)

Derivando primo e secondo membro della (41):

1 B A Bx+C
p@r ) @1 @D
 —Ar4 (Bx+CO)(x+1)
B z(x+1)
B+ (-A+B+C)z+C

cioe:

1=B2*+(-A+B+C)z+C

Il principio di identita dei polinomi genera il seguente sistema di tre equazioni lineari nelle
tre incognite A, B, C"

B=0
C=1 ,
A-B-C=0
la cui soluzione ¢ immediata:
A=1,B=0,C=1 (43)
Sostituendo nella (41) la soluzione (43), si ha:
dx 1 dx
[t (44)
r(x+1)° =x+1 x(x+1)
Ci resta da calcolare I'integrale a secondo membro [ x(ﬁl) ; possiamo procedere per riduzione
in frazioni parziali:
1 _a b
r(x+1) = x+1
_(at+b)z+a
r(x+1)

da cui:

{a+b=0 = a=1,b=—1,
a=1

cosicche (omettiamo la costante di integrazione, per poi inserirla nel risultato finale):
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/ dv x
rx+1) " |z+1
che sostituito nella (44) fornisce il risultato:
dz 1
= +In +C 45
/x(:c+1)2 r+1 x+1’ (43)

Riduzione in frazioni parziali

1 A By By
r(z+1)7° = +$+1+(x+1)2
A(x+1)° + Bz (z+ 1)+ By
z(z+1)°
(A4 B)a*+ (2A+ B+ Bz + A
a z(x+1)

cioe:
(A+B)2*+ (2A+ B+ B)r+ A=1
Per il principio di identita dei polinomi:

A+81:0
2A+B1+ B, =0
A=1

Tale sistema si risolve facilmente per sostituzione, ottenendo:
A=1,B1=-1,B,=-1
Quindi:

[T e st

1
=Injz|-Injz+1|+ ——+C
r+1
1
= +In ‘—i—C’
r+1

z+1

Confrontando i due metodi, vediamo che in questo caso specifico il metodo di Ostrogradskij
¢ piu laborioso, per cui & preferibile applicare quest’ultimo solo nei casi di un ¢ (x) “piu
complicato”. Ad esempio, per ¢ (z) = (z° — 1)4, la riduzione in frazioni semplici conduce ad
un sistema di 12 equazioni lineari in 12 incognite.
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Esercizio 826

Calcolare 'integrale

dz
F(z)= 46
k%%
Soluzione
Conviene applicare il metodo di Ostrogradskij:
X Y
/ ) g, X @) / () 4o (47)
q(x) i () g2 ()
Nella (47) ¢ (z) ¢ il massimo comune denominatore di ¢ (z) e ¢’ (x), mentre:
q (x)
€Tr) =
g2 () o (2)

Le funzioni X (z), Y (x) sono polinomi a coefficienti indeterminati e di grado inferiori di una
unita rispetto a q; (x) e g (x) rispettivamente.
Nel nostro caso e:

q(@) = (z+1)* (a? +1)°
¢ (x)=2(x+1) (x2—|—1)2—|—4x(x+1)2 (* +1)

Quindi:

La (47) si scrive:

dx (48)

/ dx A2 +Bx+C /DxQ—I—Ex—i—F
(z+1)72@2+1)? (z+1)(22+1) (z+1)(22+1)
Derivando primo e secondo membro della (48):

1 1

(a:+1)2(a:2+1)2 (I3+x2+x+1)2[( z )(x 4w )

Dx*+ Ex+ F
— (42" + Bz + C) <3x2+2x+1)]+x3+x2+x+1

- pi(x)+(D2*+ Ex+ F) (@ +2° + 2+ 1)
(x3 + 22 +a+1)°

I
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essendo:

pi(z) = —Ax* —2B2* + (A— B -3C)2* + (2A—-2C)z+ B—-C
Quindi:

D2’ + (~A+D+E)2*+ (-2B+ D+ E + F) 2*
+(A=B-3C+D+E+F)z’+
+(2A-2C+FE+F)z+(B-C+F)=1

Il principio di identita dei polinomi genera il seguente sistema di tre equazioni lineari nelle
tre incognite A, B, C:

([ 04+04+0+D+0+0=0
—A4+04+04+D+E+0=0
0—2B+0+D+FE+F=0

A-B-30+D+E+F=0 (49)
2A+0-2C+0+E+F =0
| 0+B-C+0+0+F=1
Risolvendo tale sistema (di Cramer):
1 1 1 3
47 47 C 07 07 47 4 (50)
Sostituendo nella (48) la soluzione (50), si ha:
d — x? 1 -3
/ ‘ x - r—z B _/ x dr (51)
i@ 1@+ 1) Gry@+ D

Ci resta da calcolare I'integrale a secondo membro [ %dw; procediamo per riduzione
in frazioni parziali:

r—3 _a +bx—|—c
(x+1)(22+1) 2+1 22+1
(a+b)x>+ (b+c)z+a+c

(x+1)(z2+1) ’

da cui:
a+b+0=0
O+b+c=1
a+0+c=-3

che risuslta essere un sistema di Cramer, con suluzione:

a=-2,b=2,c=1,

cosicché:
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x—3
de = —2In|z + 1| 4+ In (2* + 1) + arctan z,
/(a:+1)(x2+1) | | ( )

che sostituito nella (51) fornisce il risultato:

dx x — 2 1 1 1
= —— arct ~1 |—-In (2 +1)+C (52
/(3:+1)2(x2+1)2 D@D 5 arctan e+ o n|z+ 1| 1 n(z*+1)+C (52)

Esercizio 827

Calcolare 'integrale

Fa= [ 7 (53)

(a2 +1)"

*okok

Soluzione
Conviene applicare il metodo di Ostrogradskij. Scriviamo la formula di riduzione:

/@dw _ X (@) +/Y(w) dx (54)

q(x) ¢ (7) ¢ (7)
Nella (54) ¢ (x) ¢ il massimo comune denominatore di ¢ (x) e ¢’ (), mentre:

Le funzioni X (z), Y (z) sono polinomi a coefficienti indeterminati e di grado inferiori di una
unita rispetto a ¢; (x) e go (x) rispettivamente.
Nel nostro caso e:

q(z) = (2°
=8z

+1)
q (x) ?

(#* +1)°

Quindi:
¢ (x) = (:172+1)3:>X(:E):Ax5+Bx4+Cx3+Dm2+Ex+F
@) =1r*+1=Y (@)=Gr+H

La (54) si scrive:

/ dv Az’ + Ba'+Ca2® + Dz’ + Ex + F /G:c+F
(22 +1)* (2 +1)° r?+1

Derivando primo e secondo membro della (55):

dx (55)
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1 1
@11 @+ 1)° [(5A2* + 4Ba® 4+ 3C2® + 2Dz + E) (22 +1)° —

—69(:(1:2—1-1)2 (Az® + Bz* + Ca2® + D> + Ex + F)| +

Gz + F
2 +1

Sviluppando i prodotti e ordinando i vari termini, otteniamo

1=Ga" 4+ (—A+ H) 2% + (—2B 4+ 3G) 2°+
+ (A —3C + 3H)z" + (4B — 4D + 3G) 2°
+(3C -5E+3H)2* +(2D —6F +G)x + E+ H

Il principio di identita dei polinomi genera il seguente sistema di otto equazioni lineari nelle
otto incognite (A, B,C,D,E,F,G, H):

( G=0
A=H
2B =3G
5A—-3C+3H =0
] 4B — 4D +3G =0 (56)
3C —5E+3H =0
2D—-6F+G=0
\ E+H=1
Dalla prima, dalla seconda e dalla terza equazione si ricava:
G=0,B=0,A=H (57)
Quindi il sistema (56) si riduce a:
8A—-3C =0
D=0
3C —5E+3A=0 (58)
F=0
E+A=1
percio D = F = 0:
8A-3C+0=0
3A+3C -5E=0 ,
A+0+E=1

che si risolve facilmente con la regola di Cramer: A = %, C = %, E = %. Riassumendo, la
soluzione del sistema lineare (56) é:

5 5 11 5
5 B=0C=2.D=0, 5 F=0.6=0, o (59)

Sostituendo la soluzione trovata in (55):
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22+ 1) (z2+1)° 16/ 22 +1
—_—

=arctanx

2 (152% 4+ 40z + 33) 4+ 15 (22 + 1)° arctan @ Lo
48 (22 + 1)°

/ dz _%:ﬁ—i—%f’—l—%x 5/ dx
(

Esercizio 828

Calcolare 'integrale

4a3 — x
Kok ok

Soluzione
Eseguiamo la divisione tra il polinomio a numeratore e il polinomio a denominatore:

P11 9 Tl
43 —x  x 82z +1) 8(2r—1) 4

/:L’3—1d dx 9/ dz 7/ dx +1/d
T = —_— = = — = — €T
43 — x T 8 ) 2z +1 8 ) 2x—1 4

9 7
:ln]x|—1—61n|2x+1\—Eln|2x—1\+£+0

Quindi:

Esercizio 828

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Calcolare I'integrale

F(a:):/ oL (61)

4a3 — x
Kok ok

Soluzione
Eseguiamo la divisione tra il polinomio a numeratore e il polinomio a denominatore:

P11 9 Tl
43 —x  x 82z +1) 8(2r—1) 4

/xS—ld_@_g/dx_Z/dx_i_l/d
13—z ) % T8 ) wr1 8) 2mw—1 "2 ) "

9 7
:1n]:1:|—1—61n|2x+1\—Eln|2x—1|+£+0

Quindi:
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Esercizio 830

Calcolare 'integrale

B 522 + 6x +9 .
F@ﬂ_/}x—$ﬂx+mﬂ (62)

KKk

Soluzione
Procediamo per riduzione in frazioni semplici:

5$2+61’+9 . Al n A2 1 Bl n BQ
(=3 (x+1)* *-3 (2-3° z+1 (z+1)
1
= Ay (z—3) (z+1)° + Ay (x + 1)
TP Y E ) A )
+ By (z —3)* (x +1) + By (z — 3)7]
1
= A+ B1)a® + (—Ay 4+ Ay — 5B) + By) 2
(.Z' . 3)2 (.Z' + 1)2 [( 1 1) x ( 1 2 1 2) T

Cioe:

522 + 62+ 9 = (A; + By)2® + (—A; + Ay — 5By + By) 2+

Per il principio di identita dei polinomi:

A1 4+0+B,+0=0
_A1+A2_5B1+B2:5
—5A1—|—2A2—|—3Bl —632:6
—3A1—|—A2—|—9B1+932:9

Il sistema (63) ¢ di Cramer. Risolvendo otteniamo:

9 1
A =0,A=-,B,=0,By =~
1 y 112 2a 1 y D2 9

Pertanto la riduzione in frazioni semplici e:

522 +6x+9 9 1

(m—@%x+n2_2@—3f+2@+1f

Integrando:
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/ 522 +6x+9 d:):—g/ dx +1/ dx
(x—3)%(x+1) 2) (=37 2J) (z+1)

91 11
 22-3 2z+1
B or + 3
a2+ 2r+3
Esercizio 831
Calcolare 'integrale
2 _8r+7
F(@:/ ik SO (64)
(22 — 3z — 10)
kK
Soluzione
Osserviamo che (22 — 3z —10)° = (z —5)* (z +2)®, quindi procediamo per riduzione in
frazioni semplici:
22 —8x+7 Ay Ag B,y By

(x—5)2(x+2)2:I_5+(x—5)2+$+2+($+2)2
1 2 2
BRI
+Bi (2= 5)" (v +2) + By (¢ — 5)’]
1 3 2
- (x—5)2(x+2)[(141+31)$ (AL + A2 =8B+ By)w

+ (—16A; + 445 + 5B — 10By) & + (—20A; + 445 + 508, + 25B,)]

Cioe:

.%'2—833'+7: (Al—l-Bl)l'g—l-(—Al—l—AQ —8Bl+Bg)Z’2+
+ (—16A1 + 4A2 + 5Bl — 1032) T + (—20A1 + 4A2 + 5031 + 2532)

Per il principio di identita dei polinomi:

A1+0+B,+0=0
A1+ A -8B+ By =1
—16A; +4A, + 5By — 10By = —8
—20A; +4A, +50B; +25B, =17

Il sistema (65) ¢ di Cramer. Risolvendo otteniamo:

0 8, 80 o
343 49

Al = ) )
49 343
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Pertanto la riduzione in frazioni semplici e:

P —8r+7 30 1 8 1 _30 1 25 1
(22 — 3z —10)> 343z—5 49 (z—5)* 343z +2 49 (z +2)?
Integrando:
/ bt 4649 80 [ dv 8 dx
(z —3)° (x4 1) 343 ) -5 49 ) (z-5)°

~ 30 dx +25 dx
343 ) x+2 49 ) (z-2)°

30 8 1 30 25 1
=—hjlz-5+—=——-—-—-——1 2l ————+4C
B R L T P v R T s
30 :U—5+ 151 — 192 LC
=—1In
343 |z r2| 49 (2% — 3z — 10)
Esercizio 832
Calcolare 'integrale
2z — 3
Fla) = / G R (66)
(2% — 3z +2)
ok
Soluzione
Osserviamo che (22 — 3z +2)° = (z—1)*(z — 2)*, quindi procediamo per riduzione in
frazioni semplici:
2x — 3 . Al 4 A2 Ag Bl Bg Bg

- + + +
(z—-10°@-2° z-1 (z-1?% (z-1° z-1 (2-2° (z2-2)
1
= A+ B2’ + (=TA, + Ay — 8By + By) x*
(.T o 5)2 ($ + 2) [( 1 1) ( 1 2 1 2)
+ (=254, +9Ay — 343 — 38B; + 18B, — 6B3) 2°
+ (16A1 - 7142 + 3A3 + 28B1 - 2032 + 12B3) x

+ (—4A; + 245 — A — 8B, + 8By — 8B3)]

Cioe:

2r — 3= (A1 + B1)2° + (=TA; + Ay — 8B, + By) 2*
+ (=254, + 94, — 3A3 — 38B; + 18 By — 6B3) 1
+ (16A4; — TAy + 345 + 28B; — 20B, + 12B3)
+ (—4A; + 245 — A3 — 8B + 8By — 8B3)
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Per il principio di identita dei polinomi:

( A +04+0+B,+04+0=0

194, — 5Ay + Az +25B, — TBy + B3 = 0
—25A, + 94y — 3A3 — 3881 + 188y — 683 =0
164 — 7TAy + 3A3 + 288, — 20B; + 12B35 = 2
—4A1 +2A2 —Ag —8B1 +8B2 —8B3 = —3

Il sistema (67) & di Cramer. Risolvendo otteniamo:

A =0,Ay=—1,A3=1,B,=0,By=1,B; =1

Pertanto la riduzione in frazioni semplici e:

2z — 3 S S SRR SN
(e -1)*(@x-2" (-1 (@-1" @-2° (@-2)°
Integrando:
20 — 3 dx dx dx dx
e Ul e B KTl e B e
1 11 .
T a1 2@ 1P e-2 227

Esercizio 833

Calcolare 'integrale

Soluzione

Siccome l'integrale contiene un trinomio di secondo grado, applichiamo il procedimento stan-
dard per questi tipi di integrali. Precisamente, “forziamo” il numeratore dell’integrando ad
assumere la forma del differenziale del denominatore in modo da far risultare un logaritmo
come risultato dell’integrazione:

xdx:ad(xQ—x—2)+bdx

1
<:>l‘:a(2x—1)—|—b:>a:b:§7
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cosicché l'integrale proposto puo scriversi:

xdw 1 fd(2*>—-2-2) 1 dx
S S e h S e ? T s S 69
/xz—x—Q 2/ 2 —x—2 +2/x2—x—2 (69)
1 9 1 dx
—ghlet—e =2y [
Calcoliamo a parte 'integrale [ $2f§_2. A tale scopo cerchiamo di far comparire un quadrato

perfetto a denominatore:

2 —x—2=(v+ k) +1=a>+2ks +k +1

[
— 2,

L’integrale diventa:

Poniamo:

Quindi:
dx 2 dt
22—rx—2 3) 2-1
L’integrale a secondo membro ¢ un integrale noto:

/ dt 1l t—1
= —nNnN|—-
t?—1 2 |t+1

/ du —lln
2—r—2 3

onde:

x—2
r+1

)

che sostituita nella (69):
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Tr— 2
r+1

xdz 1 9 1

4o

1 1 1
:Eln](x—2)(m+1)|+—ln|x+2|—gln]:c+1]

6
1 1 1 1
:§ln|x—2|+§ln|x—1|—|—61n|x—|—2|—61n|x+1|
1 2
:§ln|x+1|+§ln\x—2|
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