Esercizio 720

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Calcolare gli integrali:

1 / dx
: (z4+1)(z+2) (z+3)

dx
2. /(x+1)(x—2)2

Soluzione

kokok

1. L’integrando
1

(x+1)(z+2)(x+3)

f(x) =

e una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in frazioni
parziali. Piu precisamente, in fattori lineari distinti:

1 A B C
(x+1)(z+2)(x+3) _x+1+a:+2+x+3
Az +2)(x+3)+Bxz+1)(z+3)+C(z+1)(z+2)
(x+1)(z+2)(x+3)
(A+ B+ C)a?+ (5A+4B +3C)x +6A +3B +2C

B (z+1)(x+2)(z+3)

Quindi:
(A+B+C)a2*+ (5A+4B+3C)x+6A+3B+2C =1
Da cio ottiene il sistema lineare:

A+B+C=0
5A+4B+3C =0 ,
6A+3B+2C =1

che risulta essere un sistema di Cramer, la cui soluzione e:

1 1
A=—-B=-1,C=—
2’ ’ 2

/ dx _1/d:v_/dx+l/da:
(z+1D(z+2)(x+3) 2) v+1 r+2 2 x+3

1 1
:§ln|x+1|—ln|x+2|+§1n|m+3|+0

Percio:

1
:§ln(x2+4x+3)—ln]x+2]+0



2. L’integrando
1

(x+1) (x—2)2’

flx) =
¢ una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in frazioni
parziali. Piu precisamente, in fattori lineari ripetuti:

1 A By By

+ +
(z+1D)(x—-2)° z+1 z-2 (2-2)7°
(x+1)(:c—2)2

Quindi:
(A+ B))2? + (—4A — B, + By)x +4A — 2B, + By = 1
Da cio ottiene il sistema lineare:

A+B+0=0
—4A—Bl+BQIO 5
4A —2B1 + By =1

che risulta essere un sistema di Cramer, la cui soluzione e:

A=ltp-_lp 1!
9 9 3
Percio:

/ dx _1/ dx 1/ dx +1/ dx

(x+1)(:v—2)2 9 z+1 9/ -2 3 (55—2)2
1 1 1
=1 1l — =1 -2l - —+C
Il —glnfe =2 = o7 +
1 rz+1 1
= -1 -
9nx—2’ 52 ¢

Esercizio 721

Calcolare gli integrali:
3z242z41
1. / o2 (ot d) dz

2z —x+1
2. /—(%2 P dx

kkk



Soluzione

1. L’integrando
32+ 2z +1

(e 2P (@ +4)

flx) =

¢ una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in frazioni
parziali. Piu precisamente, in fattori lineari ripetuti:

342 +1 A N A, N B
(z—27(x+4) z-2 (z—2)7° =z+4

(e — 27 (x+4)

Da cio ottiene il sistema lineare:

A1+0+B=3
2A, + Ay —4B =2 |
—8A; +4A, +4B =1

che risulta essere un sistema di Cramer, la cui soluzione e:

67 17 41

A1:_7A2:_aB:_
36 6 36
Percio:
/3x2+2x+1 67 dx +17 dx +41/ dz
gj:— _ — -
(z—2)%(z+4) 36) -2 6J (z—-2)?% 36) x+4
67 17 1 41
= —1 -2 - =+ —1 41+ C
2 n|r | 6(x_2)2+36 nl|x+ 4|+
2. L’integrando
202 —xr+1
r)=—-,
0=y

e una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in frazioni
parziali. Siccome % — x + 5 non & riducibile in fattori, abbiamo:

20> —x+1  Ax+B N Cx+ D
(22 —2+5)° 22—x+5 (22 —xz+5)
AP+ (-A+B)2*+ (bA-B+C)z+5B+ D

(22 — 2 +5)°

Da cio ottiene il sistema lineare:

A+04+0+0=0
—-A+B+0+0=2
—H5A+5B,+0+D=-1"
0+5B+0+D=1

3



che risulta essere un sistema di Cramer, la cui soluzione e:

A=0,B=2C=1,D=—9

202 —x +1 dx xr—9

—Sdr =2 [ ——— + | 5———dx

(22 —x +5) 2 —x+5 22 —x+5
Gli integrali a secondo membro si calcolano con i metodi visti nella sezione ”integrali
contenenti un trinomio di secondo grado”, ottenendo:

Percio:

/ dx 2 ; 2 — 1 L C
= arctan
22 —x+5 /19 V19
/ x—9 p 17z + 1 34 " 2x—1+c
7Y dr=— — — arctan ——
x2—x+5 19(z2—x+5) 19 V19 ’
cosicché:
/2$2—x+1d 17z + 1 +42 . 2x—1+0
N = — — arctan
(22 — x + 5)° 19(x2—2z+5) 19 V19
Esercizio 722
Calcolare 'integrale:
Fla) = / V322 £ o 1 2du (1)
Soluzione
Scriviamo:
302 + 2 +2=3(x+k)* +1=32" +6kx + 3k* +1
. 6k=1 [ k= 1
[+ 3k? =2 [ = % ’
per cui:
30 tat2=3(at 2+23
X xT = €T — -
6 12
Y s /23 1+(6$~|—1>2
12 V23
Quindi:

Flz) = \/%/\/1+ (65\”/;_31)2@ (2)
4



Eseguiamo il cambio di variabile:

6 1 2
po 0t v = 2 at,
V23 6
cosicche I'integrale (2) diventa:
F(t 1+ t2dt
0= [V

Calcoliamo [ /1 + 2dt per parti:

t2dt
/\/1 +2dt = tV1 4+ 12 — /

V14 t2
1+t* -1
=tV1+12— / dt
V14 t2
—t\/1+t2—/\/1+t2dt—ln)t+\/1+t2 ,
giacche:
@ _ ‘t+\/1+t2 e
=1In
V1+12

Osserviamo che la (4) puo essere risolta rispetto a [ v/1 + ¢2dt, ottenendo:

/mdt:%@mﬂn‘wm‘%rc

Ripristiniamo la variabile x:

3622 + 122 + 1

1+t2=1
+ + 23
23(3x +x+2)
— VIf12= \/E\/Bx?—i—x—i-

= tV1+1t2= \/_(6x+1)\/3x2—|—x+2

Passiamo al logaritmo:

32 +x+2

V23

1n}t+\/1+t2 -

—In |62 + 1+ 23 (322 + 7 + 2)| ~ In V23



Sostituendo il tutto nella (3), ed incorporando la costante %ln V23 nella costante di
integrazione:

1 23
F(x)—E(6m+1)\/3x2+x+2+24\/§ln‘6x+1+2\/§\/3x2+x+2‘+0

1
:5 (6x+1)\/3x2—|—x+2+2\/§ln‘6x+14_2\/5,/3352_’_1._’_2’} +C

Esercizio 723

Calcolare 'integrale:

/\/ 2522 + 4x + Tdx
kokok

Soluzione
Sia:

F(x) = /\/25932 + 4z + Tdx (5)
Scriviamo:

2522 + 4z + 7 =25 (x + k)* + | = 252% + 50kz + 25k% + 1
. 0k =4 [ k=g
[+ 25k =7 l=4

per cui:

2\%? 171
2522 +4x +7 =25 — S
x” +4x + (x~|—25) + 95

V171 257 + 2\ 2
:>\/25m2—|—4:13+7:—-\/1—1—( Tt )

5 V171
Quindi:
171 25z + 2
F(r)=—— + 6
w =0 \/ (Z=) )
Eseguiamo il cambio di variabile:
25z + 2 V171
= dr = ——dt,
V171 25

cosicche I'integrale (6) diventa:



215715 / VT2t (7)

Calcoliamo [ /1 + t2dt per parti:

t2dt
2 — 2 _
/\/1+tdt—t\/1+t /m (8)

_, —1+t2_/1+t2—1
V1+t?

:t\/1+t2—/\/1+t2dt—ln’t+\/1+t2 ,

giacche:
dt —ln‘t+\/1+t2+0
VIt

Osserviamo che la (8) pud essere risolta rispetto a [ v/1 + t2dt, ottenendo:

1
/\/1+t2dt: 5 <t\/1+t2—i—ln‘t—|—\/1—|—t2

Ripristiniamo la variabile x:

)+cC

62522 + 100z + 175

1+t =1
+ * 171
5
25 4
171( 2?44z +7)
5

= tV1+t2 = (25:1: +2) V2522 +4x + 7
Passiamo al logaritmo:

In ‘t VIt e =In ’251- 4924 5V2522 + 4z + 7’ V171

Sostituendo il tutto nella (7), ed incorporando la costante —501\7} In /171 nella costante di
integrazione:

F(z) = 250 [5 (252 + 2) V2522 + 4z + 7 + 1711n ‘25:(; 2+ 5v2522 + da + 7H +C

Esercizio 721

Calcolare gli integrali:



3z2 +236+1

2z —x+1
2. /(m—xﬁd;ﬂ

Soluzione

XKk

1. L’integrando
3%+ 22+ 1

(z—2)°(x+4)

f(x) =

e una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in frazioni
parziali. Piu precisamente, in fattori lineari ripetuti:

31‘2+2I+1 . Al 4 A2 1 B
(z—2°(x+4) 2—-2 (z—2)7° xz+4

(z—2)" (x +4)

Da cio ottiene il sistema lineare:

24, + Ay — 4B =2

)

che risulta essere un sistema di Cramer, la cui soluzione e:

67 17 41

A:— :—B:—
T A 36

Percio:

/3x2+2x+1 J _67 dx 17 dx 41/ dx
(

T = — +— | —t+ =
r—2) (z+4) 36) -2 6 ) (x—2)?% 36) x+4
67 17 1 41
—1 -2l -+ =1 4 +C
=35 n|x — 2| 6<x_2)2+36n|x+ | +
2. L’integrando

202 —x + 1

flo)= =t
(22 —x +5)

¢ una funzione razionale propria, per cui integriamo per decomposizione in frazioni
parziali. Siccome % — x + 5 non & riducibile in fattori, abbiamo:

20> —x+1 Az +B Cx+D
(22 —z+5)7° 22—z+5 (22—x+5)°
A+ (-A+B)a*+ (bA—-B+C)z+5B+ D

(22 — 2 +5)°




Da cio ottiene il sistema lineare:

A+04+0+0=0
—-A+B+0+0=2
—H5A+58B,+04+D=-1"
0+5B+0+D=1

che risulta essere un sistema di Cramer, la cui soluzione e:

A=0,B=2,C=1,D= -9

202 —x + 1 dx r—9

—Sdr =2 [ ——— + | 5———dx

(x2 —x +5) 2 —x+5 > —x+5
Gli integrali a secondo membro si calcolano con i metodi visti nella sezione ”integrali
contenenti un trinomio di secondo grado”, ottenendo:

Percio:

dx 2 20 — 1
/xQ_x_'_E):\/EarctanW—i-C
/ z—9 dr — — 172+ 1 —%arctanzx_l—kc*
2 —x+5 1922 —xz+5) 19 V19 ’
cosicché:
/—2$2_x+1dx:— e+ 1 +4—2arctan2m_1+0
(22 — 2 + 5) 19(x2—2z+5) 19 V19

Esercizio 722

Calcolare l'integrale:

F(z) = /\/Sx2 +x + 2dx 9)

Soluzione
Scriviamo:
322 + 2 +2=3(x+k)” +1=232"+6kx + 3k +1
. 6k =1 . k= %
l+3k*>=2 [ = % ’
per cui:

1\> 23
3x2+x+2:3(9€+6> + 35

= V32 +x+ —\/ﬁ- 1+(63€le
12 V23

;



Quindi:

7) = \/%/\/H (63;31>2dx (10)

Eseguiamo il cambio di variabile:

6 1 23
p= T e = 2
V23 6
cosicche l'integrale (10) diventa:
25 /\/1+t2dt (11)
V12
Calcoliamo [ /1 + t2dt per parti:
/\/1 TPt — VTP — / ot (12)
V1412
14+t -1
— V1412 — / dt
V14t

:t\/1+t2—/\/1+t2dt—ln 1+ t2],

giacche:

dt
—zln‘t+\/1+t2’+0
|7

Osserviamo che la (12) puo essere risolta rispetto a [ /1 + ¢2dt, ottenendo:

1
[VIFn = 5 (W e+ VTR

Ripristiniamo la variabile x:

)+c

3622 + 122 + 1

14+42=1
* * 23
2
=53 (393 +z+2)
23
1+t =——=V322+a+2
V23

= tV1+12= \/_(6x+1)v3x2+x+2

Passiamo al logaritmo:

10



6x +1+2V3V3a2 + 2 + 2
V23

—In |62+ 1+2V3 (322 + 7 +2)| ~ In V23

ln)t+\/1+t2‘ =In

Sostituendo il tutto nella (11), ed incorporando la costante %ln V23 nella costante di

integrazione:

1 23
F(I):E(6x+1)\/3x2+x+2+mln‘6x+l+2\/§\/3x2+x+2‘—i—C’

1
= = (6x+1)\/3x2+x+2+2\/§ln‘6x+1+2\/§\/3x2+x—|—2H LC

Esercizio 723

Calcolare I'integrale:

/\/ 2522 + 4x + Tdx
*kkk

Soluzione
Sia:

Fla) = / V252 + 4z + Tda (13)
Scriviamo:

2522 4+ dx + 7 =25 (x + k)* + [ = 252° + 50kx + 25k% + 1
. S0k=4 [ k=g
[+ 25k* =7 =1

per cui:

2\? 171
2522 + 4 +7 =25 — —
T° 44T + (:z:+25> + 25

VIT1 2 2\ ?
:>\/25a:2+4x+7:—7-\/1+( be + )

Quindi:

P =Y [\ (222 m
11



Eseguiamo il cambio di variabile:

25w + 2 V171
dr = Y-t
V171 25
cosicche l'integrale (14) diventa:
171
_ / I+ 2dt (15)
Calcoliamo [ /1 + t2dt per parti:
/\/1 + 2dt = tV'1 + 2 / tdt (16)
V1+1¢2
1412 -1
=tV1+t? — / dt
V142

:t\/1+t2—/\/1+t2dt—ln’t+\/1+t2 ,

giacche:

dt
S zln‘t—l—\/l—l—tQ‘ +C
e
Osserviamo che la (16) puo essere risolta rispetto a [ v/1 + ¢2dt, ottenendo:

1
/mdt:§<tm+ln‘t+m

Ripristiniamo la variabile x:

)+cC

62522 + 100z + 175

1+t*=1
+ 1 + 71
25 4 7
171( z? + 4z + )
5

= tV1+1t2 = (25:70 +2) V2522 +4x + 7
Passiamo al logaritmo:

In (t VIt E = ‘251: L 245V Az + 7| — In V171

Sostituendo il tutto nella (15), ed incorporando la costante — 501\7} In /171 nella costante di
integrazione:

F(z) = 250 [5 (252 + 2) V2522 + 4z + 7 + 1711n ‘25:[ 2+ 5v2522 + da + 7H +C
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Esercizio 724

Calcolare 'integrale:

Soluzione
Sia:

Scriviamo:

Quindi:

/v—x2—2$~|—1d:v

F(z) = /\/ —2? — 2z + ldx (17)

—a? —2r4+1=—(2"-20+1-2)=—(z+1)*+2

=2 ()
F(z) = \/5/\/1— (x\—/gl)2dx (18)

Eseguiamo il cambio di variabile:

z+1

V2

t= — dx = V2dt,

cosicche I'integrale (18) diventa:

F(t) = 2/\/1 —2dt (19)

Calcoliamo [ /1 — t2dt per parti:

t2dt
V1—12

1—t?—1
:t\/l—t2—/—dt
V1—1t2

=tvV1—1t?— /\/1 — t2dt + arcsin t,

/\/1 —Rdt =tV1— 2+ (20)

Osserviamo che questa puo essere risolta rispetto a f V1 — t2dt, ottenendo:

1
/\/1 — t2dt = 3 (t\/l — 2+ arcsint) +C

13



Ripristiniamo la variabile x:

1_t2:1_w
9
B —22—-2r+1
N 2
1
:>t\/1—t2:9”_2F V_r® — 2z +1

Da cio otteniamo:

1 1
F(z)= x—;— vV —x2 — 22 4+ 1 + arcsin (%) +C

14



