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Criterio 1 Sia f (x) continua in A ⊆ R | A è illimitato.

∀x ∈ A ∩ I (±∞) , |f (x)| ≤
M

|x|α
(α > 1)

)

=⇒ (f (x) è sommabile in A

∀x ∈ A ∩ I (±∞) , |f (x)| ≥
M

|x|α
, (α ≤ 1)

)

=⇒ (f (x) non è sommabile in [a, b] ,

essendo I (±∞) un intorno di +∞ o di −∞.

Dimostrazione. Poniamo g (x) = M
|x|α

. Quindi se α > 1, g (x) è sommabile in

I (±∞). Per un noto criterio:

|f (x)| ≤ |g (x)| =⇒ (f (x) è sommabile in I (±∞)) =⇒
f è continua in A

(f (x) è sommabile in A

Se α ≤ 1, la funzione g (x) non è sommabile in I (±∞)

|g (x)| ≤ |f (x)| =⇒ (f (x) non è sommabile in I (±∞) ⊂ A) =⇒ (f (x) non è sommabile in A

Vediamo ora di tradurre il criterio appena dimostrato in termini della teoria degli
infinitesimi. Abbiamo:

Criterio 2 Sia f (x) continua in A ⊆ R | A è illimitato. Se per x → ±∞, f (x) è
infinitesima di ordine α (rispetto all’infinitesimo di riferimento g (x) = 1

|x|
):

α > 1 =⇒ f (x) è sommabile in A

α ≤ 1 =⇒ f (x) non è sommabile in A

Dimostrazione. Senza perdita di generalità consideriamo x → +∞. Per ipotesi:

lim
x→+∞

|f (x)|

[g (x)]α
= l ∈ (0, +∞) ⇐⇒ lim

x→+∞
|x|α |f (x)| = l

1. l < +∞ =⇒ ∃M > 0 | ∀x ∈ A ∩ I (+∞) , |x|α |f (x)| ≤ M =⇒ |f (x)| ≤ M
|x|α

, e
se α > 1, la funzione è sommabile in forza del criterio precedente

Cioè |f (x)| ≤ M
|x−x0|

α , e se 0 < α < 1, f (x) è sommabile in Iδ (x0) =

(x0 − δ, x0 + δ) ⊂ [a, b] , onde f (x) è sommabile in [a, b].
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2. l > 0

∀ε > 0, ∃δε > 0 | x ∈ A, x > δε =⇒ l − ε < |x|α f (x) < l + ε

onde per ogni λ ∈ (0, l), x ∈ A, x > δε =⇒ |f (x)| > λ
|x−x0|

α e se α ≥ 1, la

funzione non è sommabile in I (±∞) ⊂ A =⇒ f (x) non è sommabile in A

Osservazione 3 Nella parte 1 della dimostrazione abbiamo ipotizzato solo l < +∞,
quindi la dimostrazione continua a valere se l = 0. Precisamente:

lim
x→+∞

|x|α |f (x)| = 0, con α > 1

)

=⇒ (f (x) è sommabile in A

Nella parte 2 della dimostrazione abbiamo ipotizzato solo l > 0, quindi la di-
mostrazione continua a valere se l = +∞. Precisamente:

lim
x→+∞

|x|α |f (x)| = +∞, con a < 1

)

=⇒ (f (x) non è sommabile in A
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