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Funzioni primitive
Sia f (x) una funzione reale definita in (a,b) C R.

Definizione 1 Dicesi funzione primitiva o semplicemente primitiva di f (x), ogni fun-
zione reale F (z) definita in (a,b) e tale che:

F(2)= f () (1)

Il problema fondamentale del calcolo integrale consiste nel determinare eventuali primitive
di una assegnata funzione f (z).

Osserviamo innanzitutto che se F'(x) ¢ una primitiva di f (x), per ogni ¢ € R, F'(z) +c ¢
ancora una primitiva di f (z):

d
(@) +d=f(2) (2)

In altri termini se una funzione e dotata di una primitiva, tale funzione ammette infinite
primitive. Inoltre:

(Fi(x), Fy () primitive di f (2)) = (F] (z) = f (z), 5 (2) = f (2))
da cui:

Fl(z) = Fy(z) =0 = Fy (z) — Fy(z) = C, essendo C una costante reale

Cioe due primitive di un’assegnata funzione f (z) differiscono per una costante additiva.
Si conclude che se f (z) ammette una primitiva F'(z) in (a,b), la totalita delle primitive di

f(x)e:
G(z)=F () +c, (3)
con ¢ variabile da —oo a +o0.
kkk

Supponiamo ora che f (z) sia continua in [a,b] e non negativa. Consideriamo il grafico di
f (), cioe la curva di equazione I')y = f (z)'. Sussite la seguente

Definizione 2 Dicesi rettangoloide di base [a,b] relativo alla funzione f (z), il sot-
toinsieme di R?:
R={(z,y) eR*|a<ae<b, 0<y< [f()} (4)

!Tale curva giace nel semipiano y > 0, giacché f (x) & non negativa per ipotesi.



Cio premesso, consideriamo il sottoinsieme di R:

R(f):{(x,y)€R|a§x§§, OSySf(ZE)},

essendo ¢ € [a,b]. Quindi la funzione reale di variabile reale:

F:&—misR (§),
essendo misR (§) area di R (£).
Incrementiamo la variabile &:
§ =8+ AL (E+ AL € ab]

Da cui I'incremento di F'(&):
AF =F({+ AL - F(§)
Siano:

lef .
m@)—Kg&j@)

lef <
M@)—gg&ﬁ@)

Senza perdita di generalita supponiamo che sia A¢ > 0:

m(é)AngFgM(f)Af=>m<s>sAA—IQSM@

Per una nota proprieta delle funzioni continue in un intervallo chiuso:

Qn@hzzgSAf@Q o (%wEK§+Aﬂ|f@0—

¢ continua
in [€,€+ A¢]

0, cio che e lo stesso:

FE+ AL - F(E)

3 e 0.1)] =T pie 0
Da cio segue (tenendo conto della continuita di f (x)):
AE) —
i PEFAD—F©

AE—0 JANS

Poiché ¢ ¢ una variabile muta, la (7) puo scriversi:

F'(x) = [ (x)

AF

Ag

)

(7)

(8)

Cioe la funzione (6) che associa ad ogni £ € [a, b] 'area di R (£) € una primitiva di f (x). Da
tale conclusione si evince che il problema della ricerca delle funzioni primitive di un’assegnata

funzione f (z) ¢ direttamente connesso al problema della misura di un insieme piano.
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Misura degli insiemi piani

Fissiamo un riferimento cartesiano ortogonale (Ozy). Siano A (da’,a”), B (V/,b") punti del
piano, essendo a’ < a”’, b’ <.

Definizione 3 Dicesi rettangolo chiuso di estremi A, B, [l'insieme di punti:

{(z,y) eR?*| ' <z <V, ad"<y<V"} (9)
Definizione 4 Dicesi rettangolo aperto di estremi A, B, ['insieme di punti:

{(,y) eR?*| ' <z <V, d" <y<¥'} (10)

Le suddette definizioni si specializzano nel caso in cui vale la disuguaglianza in senso stretto
a sinistra o a destra (reattangolo semiaperto a sinistra e rettangolo semiaperto a
destra, rispettivamente).

Definizione 5 I/ centro del rettangolo (9 o 10) ¢é il punto C (zo,Yo) tale che:

a// + b/ B a/// + b//
9 ; Yo = 2

o =
Le dimensioni del rettangolo (9 o 10) sono i numeri reali non negativi:
/ / /! "
2=b—a, 20=0"—a
Le semidimensioni del rettangolo sono i numert reali non negativi o, [3.

Assegnato il rettangolo chiuso (9):
200 =a + b
200 =10 —d,

da cui:

To—a<x<1x0+Q,

0, cio che e lo stesso:

|z — 20| <

Similmente:

ly —yo| < B

Si conclude che il rettangolo chiuso (9) puo essere scritto come:

{(z,y) eR*| |z —mo| <a, ly—wo| <5}

mentre il rettangolo chiuso (10):

{(z,y) eER*| |z — ol <a, |y— o < B}



Definizione 6 Dicesi intorno rettangolare di centro Py, ogni rettangolo aperto di centro
F.

k%
Assegnato un punto Py (zg,yo) e un r € (0, +00):
Definizione 7 Dicesi cerchio chiuso di centro P, e raggio r, l'insieme:
{(x,y) eR?| (z - 20)” + (y — y0)? < 7’2}
Definizione 8 Dices: cerchio aperto di centro F, e raggio r, l'insieme:
{(9579) eR?| (z— $0)2 +(y — 3/0)2 < 7’2}
Definizione 9 Dicesi intorno circolare di centro Py, ogni cerchio aperto di centro Fy.

Nel seguito ci riferiremo indifferentemente ad un intorno rettangolare o circolare di un as-
segnato punto P del piano. Indicheremo tale intorno con I (P).

x>k >k
Sia A C R%
Definizione 10 A ¢ limitato <5 3 cerchio v D A di centro O (0,0)

A ¢ non limitato <V cerchio v di centro O (0,0), (R —~)N A # 0.

Definizione 11 P, ¢ interno ad A <% 31 (P) ¢ A
Py ¢ esterno ad A &2 31 (Po) : I (P))NA=0
P, ¢ punto di frontiera per A &gy (Po), I (R) LA, I(P)NAH#D

Definizione 12 Dices: frontiera di A ['insieme di punti:
0A ={P| P ¢ di frontiera per A}
Indichiamo con il simbolo A D'insieme dei punti interni di A:

AY {P € A| P ¢ punto interno}

Cio premesso, sia u l'unita di misura dei segmenti. Conseguentemente l'unita di misura
delle aree ¢ u?. Indichiamo con P la classe dei poligoni. Ad ogni poligono m € P possiamo
associare la sua misura p () € [0, 400) rispetto all’unita di misura u. Resta percio definita
la seguente funzione non negativa:

p:P— R (11)

La (11) verifica le seguenti proprieta:



1. Proprieta additiva:
V7T1,7T2€77: 7T1m7T2:(Z):>/L(7T1U7T2):,U/(ﬂ'l)—i—,U/(ﬂ'Q) (12)

2. Invarianza per conguenza:

m, T € Py, my congruenti = p (m) = pu (o)

Consideriamo ora un insieme A C R? limitato. Se A ¢ P, si pone il problema della definizione
di p(A). A tale scopo costruiamo gli insiemi:

Yy ={reP|mCA} (13)
Yo={IleP|IIDA}

Osservazione 13 Se A ¢ privo di punti interni, allora ¥ = ().

Poniamo:

Evidentemente:
(Vre X, VIl € Xy, 7 CII) = p(m) < p (1),
cioe a(A) e f(A) sono insiemi separati.
Definizione 14 Si definisce misura interna di A il numero reale non negativo
pi (A) = sup a (A)
Definizione 15 Si definisce misura esterna di A il numero reale non negativo
e (A) = inf 3 (A)
Risulta:
i (4) < e (4)
Osservazione 16 Se A ¢ privo di punti interni:
Si=0=a(A)=0=2L 4 4) =0

Definizione 17 L’insieme A ¢ misurabile (secondo Peano - Jordan) se risulta j1; (A) =
e (A). In tal caso si pone:

1(A) = pi(A) = pe (4),

essendo i (A) la misura di A.



Osservazione 18 Se A ¢ misurabile ed € privo di punti interni, seque necessariamente che
w(A) =0, poiché é u; (A) = 0.

Dalla definizione di misurabilita seque che A é misurabile se e solo se gli insiemi o (A) e
B (A) sono contigui:

Ve>0,3n. e Xy, Al € o | p(Il) — pu(m) <e (14)
Nel caso speciale in cui A é misurabile e privo di punti interni, la (14) si scrive:
Ve >0, 3. € ¥y | u(Ily) < e
Resta cosi definita la misura p degli insiemi limitati A C R? non appartenenti a P:
piM— RS (15)
essendo:
M = {ACR*| A limitato e misurabile} (16)
Teorema 19 P C M

Dimostrazione. Osserviamo che i poligoni sono particolari insiemi limitati e misurabili,
donde:
VreP, me M (17)

Consideriamo ora un qualunque cerchio di centro (¢, yo) e raggio r:
v={(z,y) €R*: (z —w0)" + (y — v0)” < 1%}

Abbiamo: () = mr?; cio v limitato e misurabile = v € M. Ma ~ ¢ P, donde (tenendo
conto della (15)) 'asserto. m

Kokosk

La misura (15) conserva le proprieta (additivita e congruenza) della misura (11). Rispetto
a quest’ultima possiede la proprieta di monotonia:

VA BeEM|ACB=— u(A) <p(B)
Altre proprieta.

Se A,Be M
AUBeM, A—-BeM, AnNBeM (18)

ANB=0— u(A+B) = u(A)+u(B)
AC B = u(A-B)=pu(A) - n(B)
VA BeM, u(AUB)=pu(A)+pn(B)—u(ANB)

Dall’ultima delle (18) segue:

A,BeM, u(AUB) < u(A) + u(B) (19)

Ci0 si esprime dicendo che la misura (15) ¢ subadditiva.
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La nozione di misura di un insieme si estende facilmente al caso di insiemi non limitati. A
tale scopo sia A C R? un insieme non limitato.

Definizione 20 .
A ¢ misurabile <5 VX e M, ANX € M

In tal caso, la misura di A é:

p(A) = sup (AN X) < 400
XeM

Precisamente:

i (A) < +00 = A ¢ di misura finita
p(A) = +o0 = A ¢é di misura infinita

Indichiamo con R la classe dei rettangoli © («, 3) di centro l'origine e dimensioni «, 3:

®(aaﬂ) = {(:B,y) eR? ’ |x‘ <, ’y‘ < ﬂ}

Cio premesso, sussiste il seguente

Teorema 21
(A é misurabile) <= (VO € R, ANO € M)

Se A ¢ misurabile:
1 (A) = supu (AN O)
OcR

Dimostrazione. Implicazione diretta Abbiamo:

(A misurabile) = (VX e M, ANX eM) = (VOeR, O6NAecM)

RCM

Implicazione inversa L’ipotesi :
VOeR, ANOG e M

Preso ad arbitrio X € M scegliamo © € R tale che ©® D X, donde:
ANX=(ANnO)NX

Quindi
ANOeEM = ANX eM

cio la tesi. Inoltre, nelle medesime ipotesi:

sup (AN O) < pu(A) < p(ANO) = u(A)=supu(AnO)
OeR OeR



Area del rettangoloide
Premettiamo la seguente

Definizione 22 Sia A # 0. Gli insiemi non vuoti Ay, As, ..., A, costituiscono una par-
tizione di A se:

Jar=4
k=1
AkﬂAk/ =0, per k, K € {1,2,....,.n} con k £k

Sia f (z) continua in [a,b] C R e ivi non negativa. Eseguiamo una partizione dell’intervallo
[a, b] attraverso n + 1 punti:

X0y X1y eeey Ty € [a, b

Precisamente:

a=20 <11 <Ty<..<Xp1<Tp=>

Si tratta di una partizione, poiché:

n—1

U [zk: 2ai1] = [a, 21] U1, 2] U . U [2021, 8] = [a, D]
k=0
Vk k' €{0,1,....n—1} con k # k', (xp,xp1) N (2, xpry1) =0

Indichiamo tale partizione con il simbolo convenzionale D (zg,z1,...,x,). Poniamo per
definizione:

0= — =1{0,1,2,...n—1
I]flé}\};(l'k_Fl I’k), N { y Ly 4y, }

Il numero reale § > 0 si chiama ampiezza della partizione. Inoltre, se f (x) non e identica-
mente nulla consideriamo il minimo e il massimo di f (z) in [zg, Tx11]:

my = min f(x)
[Th,2h11]
My = max f(x)
[2ksTh41]
Quindi:
Th def {(x,y)ER2 | zp < @ < Tpyq, OSySMk} (20)

R, (z,y) ER?* |z < @ < mypq, 0<y < My}

Cioe 1 e il rettangolo di base [xy, x4 e altezza my, mentre Ry e il rettangolo di base
(1, T4 1] € altezza Mj,. Restano cosi definiti i seguenti poligoni:
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n—1

7 (D)= (21)
k=0
I1(D) = URk

Definizione 23 7 (D) ¢ il plurirettangolo inscritto a R associato alla partizione D.
I1(D) ¢ il plurirettangolo circoscritto a R associato alla partizione D.

Evidentemente:
def n—1 n—1
sp = plr (D)) =Y plre) = my (e — z) (22)
= k=0
J n—1 n—1
Sp = u (D) = " (Re) = > My (i1 — )
k=0 k=0
Inoltre:

\V/D,D/, W(D) CII (D/) — VD,D,, sp < Sp
Teorema 24 Nelle suddette ipotesi il rettangoloide
R={(z,y) eR*:a<2<b0<y< f(x)}
e masurabile, risultando:
p(R) = supsp = infSp
D D

Dimostrazione. Se f (z) identicamente nulla, I’asserto banale:

R={(z,y) eR*:a<z<by=0} = pu(R)=0
VD, sD:SDzo:SupsD:i%fSD:()
D

Consideriamo quindi il caso non banale, cio f (x) non identicamente nulla in [a,b]. Per il
teorema di Heine-Cantor, la funzione ivi uniformemente continua, per cui:

€
b —

Ve >0,30. >0:2',2" € [a,b], |2/ —2"| <d. = |f(2)) — f(2")| <

Eseguiamo una partizione D (xg, 21, ..., 2,,) dellintervallo [a, b] di ampiezza § < d.. Siano
Tk, T), € [Th, 2] 2 [ (Th) = M, f (7)) = My
Quindi:

= e
jj;g_j:k’Sxk+l_xk§5<65:>Mk_mk<m



Inoltre:

i
L

~1
9
Sp—sp =) (M —my) (Tps1 — 1) < 2 (Thr1 — 1) =€

k=0 - Yk=0

Ma Sp e sp sono le aree di due poligoni:

Perci:
Ve >0, A, 7. : p(Il) — p(m) < e

ci implica la misurabilit di R. Infine:

sp < p(R), sp>Sp—-e,

cio:
Sp—p(R)<e (23)
Similmente:
p(R) < Sp, Sp <sp+e
per cui:

p(R)—sp<e (24)
Dalle (23)-(24) segue:

w1 (R) = supsp = infSp
D D

Xkk

Dal teorema appena dimostrato segue che Vn € N, VD (xq, 21, ..., ,):

sp = valore approssimato per difetto di p (R)

Sp = valore approssimato per eccesso di u (R)

Scegliere come valore approssimato di p (R) la somma sp, equivale ad approssimare Vk € N,
il rettangoloide:

{(z,y) € R? | <o <appr, 0<y < f(2)} (25)

con il rettangolo ry in esso inscritto. Viceversa, scegliere come valore approssimato di p (R)
la somma Sp, equivale ad approssimare Vk € N, il rettangoloide (25) con il rettangolo Ry
ad esso circoscritto.

Ora poniamo:

VkeNadeéf{<x7y)€R2|xk§$§$k+l70§y§nk}a

essendo 1y, € [my, My].
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Il poligono:

7(D) = OTk

¢ un plurirettangolo che non ¢ inscritto ad R e al tempo stesso non ¢ circoscritto ad R.

o>) défﬂ(T(D)) — Sp SO’DSSD

I1 numero reale op € comunque un valore approssimato di p (R). Inoltre:

(mu < e < M) = (3 € [mr mp] | (&) =)
f(x) & continua

in [zg, Tp1]

Quindi:
p () = f (&) (Ths1 — 2%) = 0p = iu (7) = if (&) (xrar — 1)

Dalla (26) segue che op dipende da & per ogni k € N.

V& € [wk, Tpy1] (con k € N), sp <op < Sp=|op —u(R)| < Sp—sp

Dalla dimostrazione dell’ultimo teorema segue

Teorema 25

Ve>0,30.>0|VD (0<0.), lop—pn(R)| <e
La (27) puo essere scritta nela forma simbolica:

limop = p (R)

—0

(26)

(27)

(28)

Si osservi che la (28) non ¢ I'usuale operazione di passaggio al limite, giacché op non una
funzione ad un sol valore di §. Infatti, assegnato un numero reale positivo § < b— a, esistono
infinite partizioni di ampiezza d, e per ciascuna partizione esistono infiniti valori di op,
giacché questi ultimi dipendono dai punti & (che possono essere scelti in infiniti modi). Da
cio si conclude che op € una funzione ad infiniti valori di §. Pertanto, la (28) andrebbe

riscritta nella forma:

O-D(STO)M(R)7

e cioe le somme op tendono all’area del rettangoloide, quando la loro ampiezza tende a zero.

XKk
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Sia f (x) continua in [a, b] e ivi non positiva. In tal caso il rettangoloide di base [a, b], relativo
a f (x), si ridefinisce:

RE {(z,y) eR* |a <z <b, f(z) <y <0}

Indichiamo con R’ il rettangoloide di base [a,b], relativo a —f (). E facile convincersi che
R’ & simmetrico a R rispetto all’asse x.
Per i teoremi precedenti si ha che R’ ¢ misurabile:

p(R) = limor, (29)
essendo:
op =D [~ ()] (Trr1 — k) (30)
k=0
= =) (&) (@r1 — x1)
k=0

per una generica partizione D di ampiezza ¢, e per ogni & € [xy, rx41]. Dalle (29)-(30) segue
/ — _1
p(R) = —limop

Dalla misurabilita di R’ e dalla simmetria tra R’ e R, segue che R ¢ misurabile:

1(R)=p(R),
donde:
limop = —p (R) (31)
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