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Assegnato lo spazio euclideo Rn consideriamo X ⊆ Rn | X 6= ∅.

Definizione. P0 ∈ Rn è interno a X)
def
⇐⇒ (∃I (P0) | I (P0) ⊆ X ,

essendo I (P0) un intorno del punto P0. La nozione di intorno di un punto in Rn

è la naturale generalizzazione della medesima nozione nello spazio euclideo R1.
Più avanti vedremo una definzione più rigorosa.

Evidentemente:

P0 ∈ Rn è interno a X) =⇒ (P0 ∈ X

Definizione. P0 ∈ Rn è esterno a X)
def
⇐⇒ (∃I (P0) | I (P0) ∩ X = ∅

Inidichiamo con C (X) il complementare di X:

C (X) = Rn − X

Abbiamo:

P0 ∈ Rn è esterno a X) =⇒ (P0 è interno a C (X)

Definizione. P0 ∈ Rn è di frontiera per X)
def
⇐⇒ (P0 non nè interno, nè esterno a X)
⇐⇒ (∀I (P0) , I (P0) ∩ X 6= ∅, I (P0) ∩ C (X) 6= ∅

X̊
def
= {P ∈ Rn | P è interno a X}

∂X
def
= {P ∈ Rn | P è di frontiera per X}

Si legge:

X̊ interno di X

∂X frontiera di X

Si osservi che X̊ ⊆ X, mentre non sempre ∂X è un sottoinsieme di X.
Evidentemente:

X̊ = X − ∂X

∂X = ∂C (X)
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Proposizione.
∂X = ∅ ⇐⇒ X = ∅, Rn

Proof. Omessa.

Esempio

X =

{

1

n
| n ∈ N − {0}

}

⊂ R (1)

Poniamo

xn
def
=

1

n

Si ha:

∀x ∈ R, ∃δ > 0 | I (x) = (x − δ, x + δ) * X) =⇒ X̊ = ∅

cioè l’insieme (1) è privo di punti interni.
Inoltre:

∀xn ∈ X, ∃δn > 0 | I (xn) = (xn − δn, xn + δn) ∩ X 6= ∅, I (xn) ∩ C (X) 6= ∅,

Cioè

∀xn ∈ X, xn ∈ ∂X =⇒ X ⊆ ∂X

Quindi ogni punto di X è di frontiera per X.
Il complementare di X:

C (X) = R −

{

1

n

}

n∈N−{0}

Abbiamo:

∀x ∈ C (X) − {0} , ∃I (x) | I (x) ∩ X = ∅ =⇒ x /∈ ∂X

Il punto x̄ = 0 è tale che

∃I (x̄) = (−δ, δ) | I (x̄) ∩ X 6= ∅, I (x̄) ∩ C (X) 6= ∅,

donde x̄ ∈ ∂X. Si conclude che:

∂X = X ∪ {0}

***
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Definizione. X è chiuso)
def
⇐⇒ (∂X ⊆ X

Definizione. X è aperto)
def
⇐⇒ (X ∩ ∂X = ∅) ⇐⇒ X = X̊

Definizione. Dicesi campo ogni insieme aperto.

Esempio.

Γ =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ R2
}

Risulta:

Γ̊ =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < R2
}

∂Γ =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = R2
}

C (Γ) =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 > R2
}

Γ è chiuso: ∂Γ ⊂ Γ.
Esempio in R1:

(a, b]

non è nè chiuso, nè aperto. Infatti:

∂ (a, b] = {a, b}

Quindi:

(a, b] ∩ ∂ (a, b] = {b} 6= ∅

∂ (a, b] * (a, b]
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