Esercizio 151
[ file scaricato da http://www.extrabyte.info |
Assegnati gli infinitesimi per z — 07:

f(x) = Va3 + 222 + (1 — 2)\) Vsinz tan /x

g(z) ==,

determinare i valori di A € R tali che f, g sono dello stesso ordine

kK
Soluzione
Calcoliamo il limite del rapporto:
lim flz) lim NVad + 22 + (1 — 2)\) Vsinz tan /o
z—0t g (I’) a z—0t T
—lim | MVE 4 (1—2)),/2nrtan \/5]
z—0t T \/E
=M -2\ +1
=(\-1)7
Abbiamo:
f, g dello stesso ordine <= lir(lgl+ % —leR-—{0}<= A—1 #£0<=1#1

Esercizio 152

Confrontare gli infinitesimi (per z — 400):

3+sinz
f(z)=
x
1
g(z) = =
Kok ok
Soluzione
Il rapporto é:
/ <x) =3 +sinw,
g9 (z)

ed ¢ manifestamente non regolare (per x — +00).
Altrettanto non regolare ¢ il rapporto:

|/ ()]
g ()]

= |3+ sinz|



Come & noto, in casi come questi si controlla se ||J; EQJ verifica la proprieta:

(381,82 >0 | Vr € X1 N (SC() — (5, To + 5) — {wo}, &1 S ||:]gc Ez;: S €2> (1)
< f e g sono infiniti )

dello stesso ordine
essendo X l'insieme di definizione di %, cioe X7 = R. Si osservi che qui ¢ xg = +00, per
cul e
I (z9) = (xg — 6,20+ 0) = I (+00) = (a, +00). Percio la condizione precedente si scrive

|/ ()]
(361,52 >0|Vz € (a,+0), 1 < ()] < 52) (2)

( f e g sono infiniti )

dello stesso ordine

Ricordiamo che per una nota proprieta del valore assoluto:

Va,B e R, laf =] < |+ 8] < o] + (6,

per cui, tenendo conto che Yz € R, [sinz| < 1, si ha:
VeeR, 2<|3—sinz| <3+ |sinz| <4
Quindi:

|f ()]
g ()]

per cui gli infinitesimi assegnati sono dello stesso ordine.

Ve eR, 2 < <4,

Esercizio 153
Confrontare gli infinitesimi (per  — 400):

sin x

fa)="" )
CosS T
g(z)=—
K koK
Soluzione
Il rapporto é:
/(@) = tanx,

(x

ed ¢ manifestamente non regolare (per x — +00).
Altrettanto non regolare e il rapporto:

~—

NS



|f (2)]
g (z)]

In casi come questi si controlla se % verifica la proprieta:

= |tan z|

sy @)
(361,52>0|Vx€X10(:c0 5,0 +9) — {zo}, 1§|g(m)|_ 2> (4)

< f e g sono infiniti )

N

dello stesso ordine

essendp X l’ip\sieme di deﬁnizion.e \di gég‘l = |tanz|, ciot X; = R — {Z (1+ 2k)}kez. Si
osservi che qui € xg = +o00, per cui ¢
I (xg) = (w9 — 6,20 +0) = I (+00) = (a,+00). Percio la condizione precedente si scrive

(381,52>0‘V$€X1m(a,+00), €1§ |f(x)| §52) (5)
g ()]
f e g sono infiniti
dello stesso ordine /’
Evidentemente:
(Fer,e0 >0 | Vo € X1 N (a, +0), €1 < [tanz| < &) (6)

f e g sono
— o
non confrontabili
Come e noto, se f, g sono non confrontabili, non ¢ possibile asserire che f e di ordine inferiore
o superiore a g; pero e possibile asserire che f & di ordine non superiore o non inferiore a g,

in base a certe proprieta verificate intorno al punto di accumulazione xq. Piu precisamente,
per vedere se f e di ordine non inferiore a g, si controlla questa condizione:

Al (+o00) |z € Xy NI (+00) = inf |/ (@) =0, sup 1/ (@) < 00, (7)
1(xo) |g ()] 1(zo) |9 ()]
Nel caso di |tan x|, tale condizione non ¢ verificata. Infatti:
I (+o0) |z € X, NI (+00) = Ii(nf) [tanz| = 0, sup |tan x| < +o0, (8)
o I(zo

Per vedere invece se f ¢ di ordine non superiore a g, si controlla questa condizione:

e f@l @
VI (20),3 > 0| € X2 (a0) — fa} = 1> - sup § ] = o0 9)

Nel caso di |tan z|:

VI (+00), sup |tan z| = +o0

I(xo)



Pe>0|2ze XiNI(+o0) = |tanz| > ¢

Si conclude che gli infinitesimi (3) non sono confrontabili, e non verificano nemmeno limi-
tazioni del tipo (5),(9).

Esercizio 169

Determinare 'ordine dell’infinitesimo

(1 —cosz)' + 2% + \/zsin®z
/(@)= sinx + Tx* » perz—0F

assumendo come infinitesimo di riferimento u () = x.

*okok

Soluzione
Anziche calcolare il limite del rapporto f (x) /u (x)®, utilizziamo alcune proprieta note. Os-
serviamo che:

1 — cosz ha ordine 2 = (1 — cosz)" ha ordine 2-4 =8
25 ha ordine 5
AU . . 3 .1 7
vz ha ordine 2 sin” x ha ordine 3 | = +/xsin” x ha ordine 3 +3 = 3

sinz + 7z* ha ordine ay = 1

Dalle prime tre si ricava che il numeratore (1 —cosz)” + 2° + y/rsin®z ha ordine a; =
min {8, o, % = g, quindi:

o= Q1 — Q0 = =

Esercizio 170

Determinare il valore del parametro reale A, tale che

f (@)= (1+2%) 77, (10)

¢ per x — 400, un infinitesimo di ordine max (assumendo come infinitesimo di riferimento
_ 1
u(z) = ).

*okok



Soluzione
Osserviamo innanzitutto che:

VYA eR, lim (1 + x2)71+ﬁ =07
T—+00

Inoltre:

lim (“”)a - lim —
r—+00 U (SC) T— 00 (1 + :L.Q)m

2

% N2
= lim —

2
=leR-{0} <= a— =0
< {0} “ 1+ A2

— 2
o =
14 A2

Come ci si aspettava l'ordine dell'infinitesimo (10) ¢ una funzione di A:

a(\) = (11)

Dalla (11) vediamo che:

Omax = @ (0) =2 (12)

Si conclude che 'infinitesimo (10) ¢ di ordine massimo per A = 0.

Esercizio 171
Determinare il valore del parametro reale A, tale che

f(z) =1—cosx+ Asin®z, (13)

¢ per z — 0, un infinitesimo di ordine superiore al secondo (assumendo come infinitesimo
di riferimento u (x) = x).

kokk
Soluzione
Deve essere:
. 1—cosz+ Asin’zx . 1—cosx . sin’zx
lim =0 = lim ——— + Alim =0
x—0 :EZ x—0 :132 z—0 :132
Cioe:
1
—+A=0
2
Si conclude che 'infinitesimo (13) ¢ di ordine superiore al secondo se e solo se A\ = —%.
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Esercizio 172

Confrontare gli infinitesimi (per z — 0):

file)=2—In(1+2z), fo (x)=1—cosx

kokk
Soluzione
Calcoliamo il limite
lim £ In(1+x)
i
z—0 1 —cosx
=0
0
_1
= lim — ¢
z—0 SInx
T

= I e

Quindi f; ed fy oltre ad essere dello stesso ordine, sono equivalenti: f; ~ fs.
La sviluppo di f; nella sua parte principale (rispetto a f2) ed in un infinitesimo di ordine
superiore (rispetto a fa) &:

r—In(l+z)=1—cosx+e¢(x)

Esercizio 173

Determinare 'ordine dell’infinito:

1
f(x)= per x — 400

)
A /% — arctanzx

assumendo v () = x come infinito di riferimento.

Kok ok
Soluzione
Calcoliamo il limite
T r~ ¢
lim I L = lim (14)
e—+too v (2)"  w—too /T —arctanx
0 x—2o¢
=— = lim -
0 a2—+oo\/ Z —arctanz

2

] l.—2oc
= lim —
T—+00 5 — arctan x



Calcoliamo a parte:

] x—2a O
lim —— =~
z—+oo T — arctan 0

Eseguiamo il cambio di variabile:

T T
t:——arctana::>x:tan<§—t> = cott

2
Quindi
—2a —2a
. x . (cott)
lim ———— = lim
z—+o0 5 — arctan x t—0+ t
0 1

-z 2« lim

t—0+ (sint)' 7> (cost)' "

1
7é0<:>1—2oz:0<:>a:§

Percio 'infinitesimo assegnato e di ordine o = % Per tale valore di « il limite (14) vale 1,
per cui

1

A /% — arctan

essendo 7 (x) un infinito di ordine inferiore a 3. Quindi:

=Vz+n(2),

1
r — 400 = ~ \/x

A /’—2r — arctanzx

In altri termini, nel limite z — +o00, la funzione f (r) = ——2—— si comporta come /7,

A/ % —arctan x

come possiamo vedere dal grafico in figura. (1)

Esercizio 174

Confrontare gli infinitesimi (per  — 0):

r)=x —sinx x) =tan’z — sin’x
fi () , fa (o)

XKk

Soluzione
Calcoliamo il limite



1 x
Figure 1: Confronto tra f (z) = /5 —arctans eV



. filx) x —sinx
lim = —
=0 fo () 2-0tan®x —sinx
0 .. (z—sinz)cos’w

im
0 2-0sin®z (1 — cos? )

(x — sinw) cos? x

= lim —
z—0 sin- x
. 2
. (x —sinz)cos*x )
= |lim ( . 4) : (hm cos? x) (15)
x—0 SIin”- x x—0
Calcoliamo a parte:
. (z—sinz)cos’z 0. 1—cosx
lim — =—=lm-—F——
z—0 sin® x 0 —04sin°xcosx
1—cosx
Z‘Q

= lim ——
z—0 45“;—2w sinx cosx
1

2

T 41-0-1

o0

Tenendo conto che lim,_,ocos? x = 1, si ha:

lim fi (@) =
20 fy ()

Quindi f; (x) & di ordine superiore rispetto a f; (x).

Esercizio 175

Determinare 'ordine dell’infinito (per x — +o00):

f(x) =32 — 2z cosx +sinz,
assumendo come infinito di riferimento v () = x.
Kk

Soluzione
E evidente che lim,_, o f () = 0. Quindi calcoliamo il limite:

. f(2) . 322 —2xcosx +sinx
lim = = lim
T—+00 U (:L’) T—+00 e
. _ : CcoS T ) sinx
=3 lim 227 —2 lim + lim
T——+00 z——4oo a1 r—+oo %

Per a = 2:
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Figure 2: confronto asintotico tra f (z) = 32% — 2z cos x + sinz e3z?.

lim z?27*=1
r—-+400

. Ccos & . Cos T

lim = lim =0
r—+oo pa—l r—-4o00 I

i sinx . sin x

lim = lim =0
r—+oo % T——+00 J}Q

Per cui f (x) e di ordine 2. Il suo comportamento asintotico é:

32° —2xcosz +sinx ~ 32%, (v — +00)

Quindi nel limite x — +o0, la funzione f (x) = 32* — 2z cos z + sin x si comporta come 322,
come possiamo vedere dal grafico in figura (2)
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