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Capitolo 1

Spazi di Hilbert

1.1 Prodotto interno e norma

Gli spazi di sono particolari spazi di Banach, che generalizzano R"™ o C"
con l'usuale distanza euclidea.

Conviene introdurre prima di tutto la definizione di prodotto . Sia X
uno spazio lineare. Si chiama prodotto interno su X una funzione f(z,y) su X x X,
a valori nel campo scalare, con queste proprieta:

e per ogni fissato y, la funzione x — f(x,y) ¢ lineare:

floz + ' y) = af(z,y) + Bf(2',y).

e per ogni x ed y vale f(x,y) = f(y,z). Questa proprieta implica in particolare
che la parte immaginaria di f(z,z) € nulla per ogni z.
e vale f(z,z) > 0 per ogni = # 0.

La prima proprieta mostra che
f(0,0) = f(T0,0) = Tf(0,0)

per ogni numero r; e quindi
£(0,0)=0.

Si noti che la funzione f(x,y) non & lineare rispetto ad y ma, per ogni fissato z,
vale

[z, oy + By') = flay + By, x) = af(y,x) + Bf(Y, x)
=af(x,y)+Bf(xy). (1.1)

Se accade che ® = IR allora gli scalari sono reali e quindi si ha linearita anche nella
seconda componente.
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Le proprieta (1.1) si chiama .

In pratica per indicare il prodotto interno di x ed y si usa il simbolo (z,y) (o
simboli analoghi, per esempio (z|y)). Si osservi la somiglianza col simbolo ((z*, x))
usato per rappresentare 1’azione del funzionale lineare z* su x. Si noti pero che
{(x*, x)) e lineare sia rispetto alla prima che alla seconda variabile, anche quando
o =C.

Due vettori x ed y si dicono ortogonali quando il loro prodotto interno e nullo:

xly <= (r,y)=0.

Proviamo che per i prodotti interni vale la disuguaglianza di :

Teorema 1 Per ogni x,y vale

[z, < (z,2)(y,y) -

L’uguaglianza vale se e solo se i vettori x ed y sono colineari, ossia se e solo se
r=ay, a € .

Dim. Se (z,y) = 0 allora la disuguaglianza € ovvia. Supponiamo quindi esplicita-
mente (z,y) # 0 e introduciamo

(z,y)
[z, )|

a =

Consideriamo quindi che per ogni t (reale o complesso) vale
0 < {az + ty,ax + ty) .
Scegliamo t reale e introduciamo in quest’espressione la definizione di a. Si trova
0 < (az + ty, ax + ty) = (y, y)t> + 2|(x,y)|t + (z,z). (1.2)

Questo & un polinomio in ¢, a coefficienti reali. Il segno di questo polinomio &
costante e quindi il suo discriminante & negativo, ossia:

[, y)|? < (2, 2)(y. y)- (1.3)

Questa e la disuguaglianza che volevamo provare.
Se in (1.3) vale l'uguaglianza, allora il polinomio (1.2) & un quadrato:

(az + ty, az + ty) = (mt +n)?
per certi numeri m ed n. E’ quindi nullo per ¢ = —n/m, ossia
ar+ty=20.

I vettori « ed y sono quindi colineari. 1
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Teorema 2 La funzione definita su X da
x — /(z,x)
é una norma su X.

Dim. Usando la disuguaglianza di Schwarz, proviamo che vale la disuguaglianza
triangolare:

(r+yz+y = (r2)+ @y +{y,2) + yv)
= (z,2) + 2Re (2,y) + (4,9)
<Az, z) + 2[{x,y)| + (y,v) (usando la disuguaglianza di Schwarz)

< (@) +2 (0,2 ()2 + (o0} = [0+ (]

Si ha quindi

Vit vz +y) <o)+ /).

Questa ¢ la disuguaglianza triangolare. Le altre proprieta della norma sono im-
mediate. Si noti che la proprieta ||z|| > 0 per x # 0 vale perché (x,z) # 0 per
x#0. 1

Naturalmente scriveremo

|z]| =/ (@, 2). (1.4)

E’ conseguenza della disuguaglianza di Schwarz e della definizione di norma
I’asserto seguente:

Corollario 3 Per ogniy € X fissato, il funzionale lineare
z— (z,y)
¢ continuo sullo s.l.n. X, dotato della norma (1.4)
Dim. Infatti, dalla disuguaglianza di Schwarz,
[z, )| < Mllz|[,  con M ={ly[|.

Le norme che discendono da un prodotto interno godono di una proprieta bene
particolare:

Teorema 4 Sia ||z|| = /(x,x). Questa particolare norma verifica l'uguaglianza

[l + gl + lle =y = 2 (Il=l? + lly]?) (1.5)
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Dim. Si calcola immediatamente
lz+ylP+llz—yl>=(@+yz+y)+ (@ —y,z—y)

= [[2? + (. 5) + (@) + [yl + [|2]1* = (. 5) = (@) + [yl
=2(lll+ llgl?) - »

L’uguaglianza (1.5) si chiama identita del ’pamllelogmmma‘. Nella geometria
piana essa si enuncia dicendo che la somma dei quadrati costruiti sulle diagonali di
un parallelogramma e uguale alla somma dei quadrati costruiti sui lati.

E’ importante sapere che non tutte le norme discendono da un prodotto interno.
Infatti vale:

Esempio 5 Si doti IR? della norma

(& )| = max{[¢], |} -

Si provi che 'identita del parallelogramma non vale per la coppia dei vettori x =
(1,0) ed y = (0,1). n

Quest’osservazione suggerisce di dare un nome particolare agli s.l.n-ti la cui nor-

ma proviene da un prodotto interno. Questi si chiamano spazi | prehilbertiani| e, se
sono anche completi, si chiamano spazi di | Hilbert |.

Lavoreremo ora esclusivamente con spazi di Hilbert, che indicheremo generica-
mente col simbolo H.

E’ chiaro che ogni spazio di Hilbert ¢ anche uno speciale spazio di Banach.
Vedremo che le sue proprieta sono particolarmente importanti per le applicazioni.
Per esempio, possiamo notare subito che in spazi prehilbertiani vale il teorema di

Piagors

Teorema 6 Siano h, k due elementi tra loro ortogonali di uno spazio di prehilber-
tiano H. Vale:
17+ KI* = [|R][* + [k

Dim. Si calcola immediatamente
|h+ E|[> = (h+ k,h+ k) = |[h]|* + (b k) + (k, B) + ||E|[* = [|R]]* + [|k]]?

perché h 1L k.

1.1.1 Esempi di prodotti interni e di spazi di Hilbert

Elenchiamo gli spazi di Hilbert di uso piti comune. Naturalmente essi si sono gia
incontrati come particolari spazi di Banach.
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Lo spazio euclideo ad n dimensioni

e uno spazio di Hilbert, con prodotto interno

(h,k) =Y kihi  se h=col[h], k=collki].
=1

Lo spazio [?

€ uno spazio di Hilbert, dotato del prodotto interno
too
((hi), (ki) = > kihi .

La convergenza della serie, quando h; e k; sono in [?, & stata provata nel paragra-
fo ?77. Possiamo ora notare che la convergenza segue applicando la disuguaglianza
di Schwarz alle somme finite, e passando al limite.

Si ricordi che il duale di [? & isometrico a [? stesso.

lo spazio L?(K)

e uno spazio di Hilbert, il cui prodotto interno e
(f.) = [ F@g(@)da.

L’integrale dipende dagli elementi di L?(K), ossia dalle classi di equivalenza, e non
dai rappresentanti delle classi stesse, e converge grazie alla disuguaglianza di Schwarz
per gli integrali.

Si ricordi, dal paragrafo 77, che anche in questo caso lo spazio & una realizzazione
del suo duale.

Lo spazio H?

& uno spazio di Hilbert. Il prodotto interno nel caso di H?(D) &

(f.g) = sup [1 7 f(?“eit)g(reit)dt}
’ re(0,1) 27 Jo )

Nel caso di H%(TI) il prodotto interno &

1 [tee 2

(f,9) = sup [W n f(w+iy)g(x+iy)dy] :
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Lo spazio W'?(K)

¢ uno spazio di Hilbert dotato del prodotto interno

:/ g(x)f(x)d:r—i—/ Vf(z) Vg(x)dz.
K K

Nel caso in cui K = [a, b], un prodotto interno che conduce ad una norma equivalente
e

) =g s+ [ 7)1 @)

Uno spazio di Hilbert non separabile

Tutti gli esempi precedenti sono esempi di spazi di Hilbert separabili. Mostriamo
un esempio di spazio di Hilbert non separabile. Osserviamo che se ||z|| = ||y|| =1
ese x L y, allora
2
lz —ylI* =
ossia z dista v/2 da y. Dunque, se in uno spazio di Hilbert si trova una famiglia non
numerabile di vettori a due a due ortogonali, questo spazio non & separabile.
Consideriamo le funzioni

t — et teR

dove s € un parametro reale.
Consideriamo lo spazio lineare generato da queste funzioni e su esso il prodotto

interno
(fog) = Jim o /

Lo spazio che si ottiene € uno spazio prehilbertiano. Il suo completamento,
introdotto nel teorema ?7, ¢ quindi uno spazio di Hilbert che non & separabile

perche se f(t) = et g(t) = "t, s # r, allora
i d | €1(577“)T _ efi(sfr)T 0
= t= 1i =0.
(00 = lim g [ = i

Dunque in questo spazio ¢’e un sistema non numerabile di vettori due a due ortogo-
nali. Come si & detto, cid basta a mostrare che lo spazio non & separabile.

1.2 Teorema delle proiezioni

Gli spazi di Hilbert, come si ¢ notato, sono particolari spazi di Banach, dotati di
proprieta speciali, utili per le applicazioni. Essenzialmente esse discendono tut-

te dal teorema delle , che ¢ in realta un complesso di affermazioni che
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e bene studiare separatamente. In particolare € bene essere precisi, distinguen-
do le affermazioni che valgono in spazi prehilbertiani da quelle che richiedono la
completezza.

Sia H uno spazio prehilbertiano e sia X un suo s.spazio. Sia h € H. Un punto

xo € X si chiama proiezione ortogonale se

h—xy Lx Ve e X.
Per indicare che h — x( € perpendicolare ad ogni elemento di X, scriveremo anche
h — i) 1 X.

Si noti che se h € X allora h ¢ proiezione di se stesso su X, h = x.

In un generico spazio di Banach, una definizione analoga non puo darsi perché
I’ortogonalita non & definita. Anche in spazi di Hilbert pero non & affatto ovvio che,
dato h, la sua proiezione xy su X debba esistere. Se pero essa esiste allora si puo
scrivere

h:(h—$0)+$0

e h — xg, essendo perpendicolare ad X, ¢ in particolare perpendicolare a xy € X.
Dunque, usando il teorema di Pitagora, si ha

Teorema 7 Sia h € H, H uno spazio prehilbertiano, ed esista la proiezione xo di
h su X. Vale:
2 2 2
[R]1% = |[h — 20| + [|zol|” -

In particolare,
zoll < [RIl,  |[h = ol| < ||R]].

Abbiamo detto che l'esistenza della proiezione non & ovvia. Possiamo pero
immediatamente provare che, se la proiezione esiste, essa e unica:

Teorema 8 Sia h un elemento dello spazio prehilbertiano H. Sia X un s.spazio di
H. Se esiste, la proiezione di h su X €& unica.

Dim. Siano infatti x¢ ed 1 due proiezioni di A su X. In tal caso,
(h — x9,2) =0, (h—x1,2) =0 Ve X.
Usando la linearita della prima componente del prodotto interno si trova
(1 —x0,2) =0 Ve e X.

Ora, X ¢ uno spazio lineare a cui appartengono sia xg che x1 e quindi anche z1 —z¢ €
X. Scegliendo x = x1 — xg si trova

0= (21 — 29,1 — To) = ||21 — T0]|?
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e quindi z1 = xp. 1

Il problema della proiezione ¢ uno dei problemi che si studiano nella geometria
euclidea e si sa che, in tale contesto, la proiezione xg di h € anche il punto di X che
ha minima distanza da h. Questa proprieta vale anche in spazi prehilbertiani:

Teorema 9 Sia H uno spazio prehilbertiano e sia X un suo sottospazio. Un punto
xg € X e proiezione su X di h € H se e solo se

[|h —zo|| < ||h — x| Ve e X.
Dim. Sia zq la proiezione di h su X e sia x € X qualsiasi. Si scriva
h—z=(h—x0)+ (xg—x).
Essendo (h — x¢) L (z — x9), dal teorema di Pitagora se gue
1A = 2||* = [[h = zo|[* + [lz — @o||* 2 [|h — zol[*.

Cio prova che z( ¢ punto di minima distanza.
Viceversa, sia
[|h — zol| < ||h— z|| Ve e X .

Mostriamo che xg e proiezione di h su X, procedendo per assurdo: supponiamo che
cio non valga. Esiste quindi & € X tale che h — zg non & ortogonale a &, ossia tale
che

0=(h—x0,&) #0.
Non & restrittivo assumere

el =1.

Indichiamo con 1 il punto
r1=x9— 0 E€EX
e calcoliamo ||h — z1||. Mostriamo che, se § # 0, allora si ha
[1h = 1| < [Ih = ol (1.6)

Cio contrasta con la proprieta di o e mostra quindi che h —xg L £. La (1.6) segue

da:

1A = a1|* = |Ih — w0 + 6€|* = (h — w0 + 6&, h — wo + 6¢)
= |Ih = ol[* — 6(h — x0,€) — 8(&, h — wo) + |6[*[I€]I?
— [|h = 0|2 = 56 — 85 + |62 = ||h — wo|[> — [8]* < ||l — o]l
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Osservazione 10 Si osservi che la proprieta di minima distanza puo anche intro-
dursi in un generico spazio di Banach. Pero in generale il punto di X che meno dista
da h, se H non e uno spazio di Hilbert, né esiste né € unico.

Rinunciamo a presentare un esempio che mostra la non esistenza e mostriamo
la non unicita. Sia per questo H lo spazio IR?, ma dotato della norma

2|l = 1[(€, mI| = max{[¢], [}
Sia X = {(&£,0) | £ € R} l'asse delle ascisse e sia h = (0,1). Si vede facilmente che
|h—z|| =1 Ve =(£,0), &el-1,1].
Se invece z = (&,0) con [£| > 1 allora
|h —xf| = ¢ > 1.
Dunque, il punto dell’asse delle ascisse che ha minima distanza da h non € unico e

i punti di minima distanza sono quelli del segmento [—1,1]. &

Esaminiamo ora il problema di minimo
min{||h —z|| | z € X}.

In generale, un problema di minimo non ha soluzione, ma si possono sempre costruire
“successioni minimizzanti”. Nel caso nostro, sia

d = inf{||h — z|| x € X}
e, per ogni n, sia x, tale che

d<|lh—z,||<d+1/n. (1.7)
Proviamo:

Teorema 11 Sia H uno spazio prehilbertiano. La successione (xy) € fondamentale.

Dim. Fissati n ed m, si deve valutare ||z, — x,,||. Per semplicita valutiamone il
quadrato. Usiamo l'identita del parallelogramma per scrivere

120 = 2l [2 = 1| (20 = B) + (b — z)|?
= 2{llzn = B + b = 2l 2] = [[(20 = b) = (b = za)|?

Ty + T,

=2 |llew — Al + ||h = @nl?] - 4117

— h|%.

1
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e quindi
Tn + Tm

[
Dalla definizione di (z,,), assegnato € > 0, segue 'esistenza di N, tale che, se n, m
sono maggiori di N, si ha

—h|]* > d2.

|2y — h||* < d* +¢/4, |z — h|[* < d* +¢/4.

Dunque, per n, m maggiori di N, vale anche

Hggn—gcm“?<2[2d2+E P <Ad®+e—4Ad €.

2} _4Hm

2

La successione (x,) € quindi fondamentale. 1

Di conseguenza:

Teorema 12 Sia H uno spazio di Hilbert e sia X un suo s.spazio chiuso. Per ogni
h € H esiste xg, proiezione di h su X.

Dim. Si costruisce la successione (z,), definita da (1.7). Si sa che questa e una
successione fondamentale in H, e quindi convergente, perché H ¢ completo.

Sia

ro = limx, .
Per ogni n, si ha x,, € X e quindi g € X perché X e chiuso.
Da (1.7) si ha
d = lim||h — x| .

D’altra parte la continuita della norma mostra che

[1h = ol | = lim [l — ||

e quindi zg & punto di minima distanza; e quindi e la proiezione di h su X. 1
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1.3 Complementi ortogonali e proiezioni ortogonali
Sia A un qualsiasi sottoinsieme di uno spazio di Hilbert H. Definiamo

At ={h|hL A} ={h| (h,a) =0Va e A}.
Ovviamente:

Lemma 13 Per ogni insieme A vale
An At ={0}.

Dim. Se infatti a € AN At allora (a,a) = 0 e quindi a = 0.
Vale:
Teorema 14 L’insieme A- é un s.spazio chiuso di H. Se A ¢ denso in H allora

At ={0}.
Se A+ = {0} e se A ¢ un s.spazio, allora A ¢ denso in H.

Dim. Siano z, y elementi di A' e siano a e 3 scalari. Per ogni a € A vale

(ax + By, a) = a(z,a) + By, a) =0.

Cid prova che A+ & un s.spazio (anche se A non lo &.)

Per provare che A & chiuso, sia (z,) una successione di elementi di A* e sup-
poniamo che essa converga ad zg. Dobbiamo provare che zg € A'. La continuita
del prodotto interno mostra che, per ogni a € A,

(xo,a) = lim(ry,a) =0.

Dunque, g € A+, come volevamo.
Sia ora A denso in H e sia z € AL. Mostriamo che

(z,h) =0 (1.8)

per ogni h € H. Da cio, scegliendo in particolare h = z, segira * = 0. Proviamo
quindi che vale (1.8). Se accade che h € A, allora vale (1.8). Se h ¢ A, essendo A
denso, esiste una successione (a,) in A, convergente ad h. Dunque, ancora per la
continuita del prodotto interno,

(x,h) =lim(z,a,) =0.

Ricapitolando, abbiamo provato che se A ¢ denso in H allora A+ = {0}.

Viceversa sia A+ = {0} e sia inoltre A un s.spazio (anche non chiuso). Mostriamo
che A ¢ denso in H. Procedendo per assurdo, se il s.spazio A non ¢ denso in H, la
sua chiusura X € un s.spazio chiuso che non contiene un elemento h € H. Sia xg
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la proiezione di h su X. Il vettore h — x¢ € non nullo, ed ortogonale ad X e quindi
anche ad A. 1

Consideriamo ora un s.spazio chiuso X di H, ed il suo ortogonale X 1. Associamo
ad ogni h € H la sua proiezione su X, che indichiamo col simbolo Ph. Dunque P
indica un operatore da H in sé. Studieremo piu avanti le proprieta dell’operatore
P. Per ora scriviamo x nella forma

r=(Px)+(x—Px)=x+y cosi che y=z—Prl X. (1.9)
Vale:

Teorema 15 Se X ¢ un s.spazio chiuso di H, si ha:
H=XoX".

Dim. Abbiamo gia notato che X N X+ = {0}. La (1.9) mostra che ogni elemento
di H ¢ somma di un elemento di X e di uno di X*. u

Osservazione 16 Grazie a quest’osservazione, la dimostrazione del teorema di
Hahn-Banach in spazi di Hilbert si fa in modo elementare. Se Ly € un funzio-
nale lineare e continuo sul s.spazio chiuso X di H, esso si estende ad H definendolo
nullo su X+ e ponendo quindi

L(Pz + (z — Pz)) = Loz .

Ovviamente, ||L|| = ||Lo||. 1

Infine, esaminiamo le proprieta di [A+]*. E’ chiaro che
A C [AL]L

e generalmente l’inclusione ¢ propria perché [AL]l ¢ un s.spazio chiuso, mentre A
generalmente non lo €. Pero:

Teorema 17 Se X ¢ un s.spazio chiuso allora
X =[x+t

Dim. Per assurdo, I'inclusione sia propria, esista cioe ¢ € [X 1]+, che non appartiene
ad X. Sia & la proiezione ortogonale di £ su X. In tal caso £ — & L X, ossia
£ —¢& € X1t ed anche £ — & € [X1]*, dato che sia € che & sono in [X+]t. E
quindi € — & appartiene sia ad X che al suo ortogonale. E’ dunque nullo, ossia
E=éeX

Studiamo ora le proprieta dell’operatore P, proiezione ortogonale di H sul suo
s.spazio chiuso X. L’operatore P ¢ ovviamente una proiezione, ed ¢ naturalmente
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associato alla proiezione su X+, che ¢ data da Q = I— P, ove I & I'operatore identita.
Dal teorema di Pitagora, per ogni h € H vale

181> = [[Ph + (I = P)h||* = [|[Ph|* + |I( = P)A||*.

Dunque,
IPll<t,  IU-P)I<1. (1.10)
L’operatore P ha un’ulteriore proprieta interessante. Vale
(Ph, k) = (h, Pk) h, ke H. (1.11)
Infatti,

(Ph,k) = (Ph, Pk + (I — P)k) = (Ph, Pk)
perché P(I — P) = 0. Per questa stessa ragione,

(h, Pk) = (Ph+ (I — P)h, Pk) = (Ph, Pk)
e quindi vale (1.11). »

Seguendo la terminologia nota dalla dimensione finita, un operatore lineare con-

tinuo per cui vale la (1.11) si dice . Dunque, ogni proiezione ortogonale

¢ un operatore simmetrico. Si vede facilmente che vale anche il vicevera:

Teorema 18 Sia P € L(H) una proiezione. L’operatore P ¢é la proiezione ortogo-
nale sul s.spazio X = PH se e solo se e simmetrico.

Dim. Basta mostrare che se P € L£(H) ¢ un operatore di proiezione che ¢ anche
simmetrico allora P & proiezione ortogonale. Sia per questo X = im P. Mostriamo
prima di tutto che X ¢ un s.spazio chiuso. Sia per questo (z,) una successione in
X, convergente ad un h € H. Dobbiamo provare che h € X.
Essendo z,, € X, si ha
T, = Px, .

Passando al limite, grazie alla continuita di P, si trova
h=limz, =lim Pz, = PheimP =X.

Cio prova che X ¢ chiuso.
Sia ora h € H. Mostriamo che

h—PhlX,

cosi che Ph e effettivamente la proiezione ortogonale di A su X. Sia per questo x
un generico element di X, ossia un generico elemento Pk dell’immagine di P. Si ha

(h — Ph,z) = (h — Ph, Pk) = (P(h — Ph),k) = (Ph — Ph,k) =0

(si noti che in questo calcolo si e usato il fatto che P ¢ sia una proiezione che un
operatore simmetrico.)
Cio & quanto volevamo provare.
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1.3.1 Sistemi ortonormali e calcolo di proiezioni

Un insieme S di vettori di uno spazio di Hilbert si chiama se

r,yesS, z#y=— zly.

Se ogni elemento di S ha norma 1, 'insieme S si chiama | ortonormale |.

Ovviamente, un sistema ortogonale che non contiene 0 & linearmente indipendente,
e quindi un sistema ortonormale & linearmente indipendente.

Esponiamo un metodo, detto metodo di ’ Gramechmidt‘ che permette di co-
struire sistemi ortonormali a partire da un qualsiasi insieme numerabile X C H.
Supponiamo per semplicita che X = {z,} sia linearmente indipendente. In tal caso,
in particolare, ciascun suo elemento ¢ non nullo.

Associamo a z1 ’elemento

1
el = .
|1 ]|
Ad z9 associamo
Z2
€9 = ove 29 = xo — (T2, €1)€] .
||22]]
Scelti ey ,... , ep—1 definiamo
n—1
Zn
ep = —— ove Zn = Ty — Z(l‘n, ek)ek -
Teall 2

E’ immediato vedere che gli e; sono due a due ortogonali ed ovviamente di norma
1. Inoltre,

Teorema 19 Per ogni n vale
span{ey,...,ep} =span{xi,... ,x,}.

Osservazione 20 Abbiamo visto che la sfera di uno spazio di Banach di dimensione
infinita non ¢ compatta. Ovviamente cio vale in particolare per gli spazi di Hilbert.
Pero nel caso degli spazi di Hilbert si puo dare una dimostrazione elementare: col
metodo precedente si costruisce un sistema numerabile ed ortonormale {e,, }. Sinota
quindi che la successione (e;,) non ha s.successioni convergenti. Infatti, per n # m
si ha

llen —em|[>=2.

Mostriamo ora come i sistemi ortonormali numerabili si possano usare per il calcolo
di proiezioni. Consideriamo prima di tutto il caso in cui X sia un s.spazio di H, di
dimensione finita k.

Sia

€1,...,€
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una base ortonormale di X.
In tal caso la proiezione zg di h su X e data da

k
Ty = Z Qi€
i=1

perché ogni elemento di X ha questa forma.
I numeri «; si calcolano facilmente:

k
<h7 er> = <Z QiCq, 67‘> = Qp,
i=1

con un calcolo del tutto analogo a quello noto in dimensione finita. Dunque,

k

xTo = Z(h, €i)€i .

i=1
E’ utile calcolare ora
k k n n
2 ~ 2
ol > = O aiei, D ajej) = Y idjlei,es) =Y foul
i=1 j=1 ij=1 i=1
perché i vettori e; sono due a due ortogonali e di norma 1.
Ricordando ’espressione di «; e la (1.10) si trova

n

>l e ® = llzoll* < [IAII*. (1.12)

=1

Sia ora S = {e;} un sistema ortonormale numerabile. Il s.spazio di H

span S = {Zaiei a; €C, neN}
i=1

non ¢ chiuso. Indichiamo con X la sua chiusura. Vogliamo rappresentare zq, la
proiezione su X di un generico elemento h € H.
Notiamo prima di tutto:

Lemma 21 Vale )

+00 “+o0o
> aieil| =2 lif*
=1 =1

Dim. La somma di una serie ¢ il limite della successione delle somme parziali,

—+00 n

g aje; = lim E o;e;
n

i=1 i=1
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e, per la continuita della norma,

Yoo 2 n 2 n 2
azeill = ||im Y aje;|| = lim age;
> o = [im Y- oves| = tim|[Y e
i=1 i=1 i=1
L’asserto segue dall’'uguaglianza
n 2 n
2
ZO&ZBZ’ :Z|Oél’ A |
i=1 i=1

Inoltre

Teorema 22 (di |Riesz—Fischer|) Sia S = {e;} un sistema ortonormale nume-

rabile. La serie
n
E Q€4
=1

converge in H se e solo se la successione (ay,) & in [2.

Dim. Dal Lemma 21, se la serie converge in H si ha

+oo +00
Z \ai|2 = Z Q€4
=1 =1

Il viceversa segue notando che se () € [? allora la successione delle somme
parziali & fondamentale. Infatti,

2
< +00.

m 2 m
> aiei|| =3 lail”

e, per ipotesi, la successione () & in [2.

Indichiamo ora con X, lo spazio lineare (di dimensione finita) generato dai

vettori ey ,... ,e,. Come si ¢ visto, la proiezione x, di h su X,
n
Ty = g (h,ei)e;
i=1

e, dalla (1.12), per ogni n vale

> leil* =) [(he)” < |InJ*.
i=1 i=1

Dunque la successione («;) ¢ in 12 e quindi

“+o00

Tog = Z(h, ei)ei (1.13)

=1

converge in H. E’ facile immaginare che valga:
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Teorema 23 [l vettore xg definito in (1.13) é la proiezione di h su X.

Dim. Per mostrare cio si prova che h — xy € ortogonale ad ogni elemento di X.
Ricordiamo che per definizione ogni « € X & limite di una successione (s,,) in span S
e, per la continuita del prodotto interno,

(x,h — xg) = (lim sy, h — x0) = lim(sy,, h — o) .

Dunque basta provare che h — z( € ortogonale a spanS e per questo basta provare
che & ortogonale ad ogni elemento ej,. Cio si vede immediatamente perche!

+o00
<h - $0,€k> = (h? €k> - <Z<h7 ei>eivek>
i=1
+oo
= (h,er) — Z((h, eiyei,er) = (hyer) — (hyeg) =0. 1
i=1

Abbiamo cosi identificato la proiezione xg di h su X,

“+00

xo = Z(h, €i)€i .

i=1
Dalla (1.12), vale

+00
>l en)? < |hl*.
i=1
Questa disuguaglianza si chiama disuguaglianza di .

1.3.2 Serie di Fourier astratte

Le considerazioni svolte al paragrafo precedente si possono interpretare come segue:
in uno spazio di Hilbert H € dato un s.spazio X separabile, generato da un sistema
ortonormale S = {e;} (niente vieta che sia X = H. In tal caso S si chiama un
sistema ortonormale massimale o ) Si vuole sviluppare un elemento h
di H in serie degli e;. Questi problemi sono stati studiati prima di tutto nel caso

: : _ 72 __ fcosnt sinnt . Ca-— : :
concreto in cui H = L*(—m,7m) e S = NV quindi si parla in generale di

serie di Fourier per riferirsi allo sviluppo di A in serie degli e;.

E’ possibile provare, usando il lemma di Zorn, che ogni spazio di Hilbert ha un
sistema ortonormale massimale, e che questo &€ numerabile se e solo se H & separabile. E’
utile conoscere alcuni test utili per verificare se un sistema ortonormale numerabile
in uno spazio di Hilbert ¢ massimale o meno. Vale:

si noti 1'uso della linearita e continuitd della prima componente del prodotto interno, per
scambiare i segni di serie e di prodotto interno.
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Teorema 24 Sia S = {e;} un sistema ortonormale finito o numerabile in uno
spazio di Hilbert H. Si equivalgono le affermazioni sequenti:

i) il sistema S é massimale;

ii) ogni h € H si sviluppa in serie degli e;,

h:Zaiei;

iii) per ogni h € H wvale l'uguaglianza
2 = 2
1RIZ =D (ke 5 (1.14)
i=1

iv) se (h,e;) =0 per ogni i allora h = 0.

Dim. Si ¢ gia visto che i) implica ii) e quindi iii) vale per il lemma 21. In particolare,
se (h,e;) = 0 per ogni ¢ allora h = 0, ossia vale iv). La dimostrazione si completa
provando che se vale iv) allora S ¢ massimale.

La condizione iv) significa

[span 8]+ = {0}

Si sa, dal teorema 14 che in tal caso span$ ¢ denso in H. Dunque, S € massimale. 1

L’uguaglianza (1.14) si chiama identita di .
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1.4 1l duale di uno spazio di Hilbert

Abbiamo gia notato che, per ogni k fissato, il funzionale lineare
h — (h, k)

e continuo grazie alla disuguaglianza di Schwarz

[(h, k)| < MI[n]| con M = [[k][.

Dunque la norma di questo funzionale non supera ||k|| e in realta & uguale a ||k|
come si vede scegliendo

_ R
K]

Cosi come in dimensione finita, si mostra che questi funzionali esauriscono tutto il
duale di H, ossia che H & un modello per il suo duale. Piu precisamente vale:

h

Teorema 25 (teorema di ) Sia ¢ un funzionale lineare e continuo su H.

Esiste un unico x4 € H tale che
d(h) = (h,x4) Vh e H. (1.15)
La corrispondenza che a ¢ fa corrispondere x4 e antilineare e inoltre

Pl = [zl -

Dim. Si ¢ appena detto che la trasformazione h — (h,y) € lineare e continua su
H, per ogni fissato y € H. Ossia, almeno alcuni elementi del duale di H possono
rappresentarsi come

¢(h) = (h,y) -
Mostriamo che questa rappresentazione, se esiste, ¢ unica. Infatti sia

o(h) = (h,y) = (h,x) Vh e H.

Sottraendo, si trova (h,x—y) = 0 per ogni h € H e quindi z—y L H, ossiaz—y = 0.
Proviamo ora che ogni elemento ¢ di H* si rappresenta come in (1.15).
Se ¢ = 0 allora x4 = 0. Se ¢ # 0,

ker ¢ # H

e la continuita di ¢ mostra che ker ¢ € un s.spazio chiuso di H, diverso da H stesso.
Dunque esiste z # 0, z | ker ¢. Non ¢ restrittivo assumere

|zl = 1.
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Si sa che ker ¢ ha complementare di dimensione 1, si veda il teorema ?77. Quindi
H = (ker ¢) @ span{z}.

Si rappresenti ogni h € H nella forma

h = (h— d)(h)z) + Qs(h)z

¢(2) ¢(2)
Essendo o(h)
— z er 2z € [ker ¢]*
si ha h
(1, B = (532, 3)2) = o(h)
Dunque, L
Ty = P(2)z.

Cio prova che ogni ¢ € H* si rappresenta come in (1.15)
E’ immediato verificare che la trasformazione ¢ — x4, definita su H*, ¢ antili-
neare. Inoltre, si € notato che la norma della trasformazione h — (h,x4) € uguale a

|zl

Osservazione 26 E’ importante notare che nella dimostrazione precedente il fun-
zionale continuo ¢ potrebbe anche avere soltanto dominio denso in X. Anche in
tal caso I’elemento x4 puo costruirsi, e il funzionale h — (h,xz4) € I'estensione per
continuita di ¢ ad H. Useremo quest’osservazione al teorema 30.

Notiamo inoltre che con le notazioni del paragrafo 7?7, la (1.15) si scrive

¢(h) = (¢, h) = (h,zg) . 0

I risultati precedenti provano in particolare che ogni spazio di Hilbert € uno spazio
di Banach riflessivo. A questo proposito, concludiamo con un’osservazione relativa
alla convergenza debole:

Teorema 27 Sia
w—lim A, = ho ed anche lim ||hy|| = [|ho]] -
In tal caso la successione (hy) converge ad hy in norma.
Dim. Si valuti
1 = holl? = (hn = hoy hn — ho) = —(hn — ho, ho) + (hny hn) — (o, ) -

Il primo addendo tende a zero perché w—limh, = hg e per la stessa ragione
lim(ho, hn) = ||hol|?; il secondo addendo tende a ||ho||> perché lim ||h,||> = ||ho||?.
Dunque, lim ||h,, — ho||> = 0.
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1.5 L’operatore aggiunto di un operatore tra spazi di
Hilbert

Siano ora H e K due spazi di Hilbert e sia A un operatore lineare da H in K anche
NON continuo, ma con dominio denso in H. Associamogli un operatore lineare da K

in H che chiameremo operatore . L’operatore aggiunto di A si indica col
simbolo A*.

Dobbiamo definire prima di tutto il dominio di A*. Per definizione,
dom A* ={k € K | 3z € H per cui (Ah,k)x = (h,2)u} .
Vale:
Teorema 28 L’elemento z, se esiste, & unico.
Dim. Ne esistano due, z e {. Per ogni h € dom A vale
(Ah k) = (h,z)g = (h, Qm

e quindi
<h> Z = <>H .
Quest’uguaglianza vale per ogni h € dom A, che & denso in H. cio implica che ( = z. 1

E’ quindi lecito definire
Ak =z.

E’ immediato verificare che I'operatore A*, da K in H, & lineare.
E’ facile vedere che dom A* puo essere “molto piccolo”:

Esempio 29 Sia H = L?(0,1) e sia
dom A = {z € L?(0,1) con rappresentante continuo} .
Sia z il rappresentante continuo e
Az = z(0) .

Ossia, A & un funzionale. Se k € € & nel dominio di A*, esiste z € L?(0,1) per cui
Fh(0) = /01 Hs)h(s)ds  Vhe L2(0,1).
Cio puo solo aversi se kK = 0 (e allora anche z = 0); ossia, dom A* = {0}.

E’ chiaro che, se dom A* ¢ “troppo piccolo” allora A* conterra “poche informa-

zioini” e sara di scarsa utilita. E’ quindi importante individuare classi di operatori
il cui aggiunto ha dominio denso. A questo proposito vale:
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Teorema 30 Se A ¢ lineare e continuo da H in K, con dominio denso in H, allora
il suo aggiunto ha dominio uguale a K.

Dim. Infatti, il funzionale
h — (Ah, k)

& continuo per ogni k e quindi, per il teorema di Riesz, si rappresenta nella forma
(h,z). n

Prima di studiare casi piu generali, conviene studiare piu in dettaglio I’aggiunto
di un operatore limitato.

1.5.1 L’aggiunto di un operatore limitato
Vale:

Lemma 31 Sia A lineare e continuo da H in K, con dominio denso in H. Allora,
A* e LK, H) e ||A||gx,m) < Al

Dim. Si e gia notato che A* & definito su K. Dalla disuguaglianza di Schwarz,

|A*k|| = sup (h, A*k) = sup (Ah,k) < sup ||An]|-||k|| = ||A]|-||k]|-
I1Al|=1 lIn|l=1 l|A]|=1

Dunque, A* & un operatore limitato e
AT < [|A]].

Possiamo quindi calcolare A** = (A*)*. Dal lemma precedente, ||A**|| < [|A*||.
Proviamo ora:

Teorema 32 Sia A lineare e continuo da H in K, con dominio denso in H.
L’operatore A** ¢ ’estensione continua di A ad H e quindi, in particolare,

1Al = [1A%]-

Dim. Si sa gia che A™ ¢ definito su H. Proviamo che estende A. Per questo
consideriamo il funzionale

k— (A"k,h)p .
Per definizione, se h € dom A, questo ¢ uguale a
(k, Ah) g
e quindi A € dom A**, con A**h = Ah, ossia A** estende A.
Di conseguenza vale anche ||A*|| < [|A]l = ||A*]| < ||A¥|| e quindi ||A]| =

1A= o
Se in particolare A € L(H, K) (e quindi con dominio H) vale
(Ah,k)k = (h,A"k)y  VYhe H, ke K.

E’ inoltre facile verificare che valgono le seguenti regole di calcolo:
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Teorema 33 Sia A€ L(H,K). Vale:
(@A) = aA*; (A+ B)* = A* + B*.
Se A~! esiste allora esiste anche (A*)™! e vale
(A7) = (4", (1.16)

Se B € L(K,Z) allora vale
(BA)* = A*B*.

Una forma piu generale della (1.16) sara provata nel teorema 39. Le altre
proprieta sono ovvie.

1.5.2 Operatori aggiunti ed operatori chiusi

Proviamo:
Teorema 34 Ogni operatore aggiunto € chiuso.

Dim. Sia A un operatore lineare da H in K, con dominio denso in H, e sia A*
il suo aggiunto. Dobbiamo provare che il grafico di A* & chiuso. Sia per questo
( (Yn, A*yn) ) una successione che appartiene al grafico di A* e che & convergente,

limy, =7, lim A*y,, = £.
Dobbiamo provare che (7, ) appartiene al grafico di A*, ossia che n € dom A* e che

inoltre £ = A*n.
Per ogni x € dom A vale

<A33> yn> = <x7 A*yn> .
Passando al limite rispetto ad n si ha:
(Az,n) = (,€) Vo € domA.

Dunque, n € dom A* e A*n = £. Cid volevamo provare. I

Si noti: nel teorema precedente non si & supposto che A sia continuo oppure chiuso.

Osservazione 35 Si ¢ notato che se A ¢ continuo allora A* ha dominio K. Abbiamo
ora visto che A* & chiuso e quindi & continuo per il teorema ?7. E’ questa una diversa
dimostrazione di una parte del lemma 31.

Se anche A* ha dominio denso in K allora si puo definire A**. Vale:

Teorema 36 L’operatore A™* estende A.
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Dim. Sia h € dom A, k € dom A*. Da
(Ah, k) = (h, A*k)

si vede dunque che la funzione k — (h, A*k) & continua, cosi che h € dom A** e
inoltre A**h = Ah.

Dunque, A** & un'estensione chiusa di A e si potrebbe provare che & la minima
estensione chiusa.

Osservazione 37 Si noti quindi che se A* & continuo con dominio denso anche A &
continuo; e cio spiega perché nel caso dell’esempio 29 il dominio dell’aggiunto deve
essere 0. Infatti, ogni operatore lineare su IR & continuo. Se A* fosse definito su IR
il suo aggiunto sarebbe esso stesso continuo; e quindi A sarebbe continuo.

Supponiamo ora che A sia esso stesso chiuso. In tal caso vale

Teorema 38 Se A ¢ chiuso con dominio denso anche A* é chiuso con dominio
denso; e quindi A** puo definirsi, ed é uguale ad A.

La dimostrazione & posposta.

Abbiamo cosi identificato una classe di operatori, pit generale di £L(H, K), nella
quale il calcolo dell’aggiunto ha buone proprieta.

Concludiamo infine con alcune regole di calcolo per gli operatori aggiunti. E’
immediato verificare che

(aA)* = aA”.
Valgono inoltre le regole
(A+ B)'k = A"k + B*k, (AB)'k = B*A™k,

ma soltanto per gli elementi k£ per cui le espressioni hanno senso, per esempio nel
caso della prima regola per k € (dom A*) N (domB*).
E’ piu precisa, e piu importante, la regola per 'aggiunto dell’inverso:

Teorema 39 Sia A lineare da H in K con dominio denso e supponiamo che A~
sia continuo su K. Allora A* ha inverso continuo su H e vale

(A=A, (1.17)

1.5.3 Operatori da H in sé; operatori autoaggiunti

Nel caso particolare in cui H = K il teorema 39 si riformula dicendo:

Corollario 40 0 € p(A) se e solo se 0 € p(A*).
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Dim. Se 0 € p(A) allora 0 € p(A*) per il Teorema 39. Se 0 € p(A*), ancora per il
Teorema 39, 0 € p(A**), ossia (A**)~! & continuo. Ma, si sa che A™* estende A e
quindi (A**)~! estende A~!, che pertanto & continuo. 1

Cio suggerisce di studiare con maggiori dettagli le relazioni tra lo spettro di un
operatore e quello del suo aggiunto. Dato che A € p(A) equivale a 0 € p(A] — A) si
vede che:

Teorema 41 Vale: A\ € p(A) se e solo se A€ p(A%); A € a(A) se e solo se
A€ a(A¥).

Invece, le singole componenti dello spettro non si conservano. Si ha invece:

Teorema 42 Se A € op(A) allora A € 0,(A*) U o, (A*); se X € 0,(A) allora X €
op(A*); se A € 0.(A) allora A € o.(A*) Uo,(A*).

La dimostrazione della seconda proprieta ¢ immediata: se A € 0,(A) allora esiste
h L im (Al — A) e per esso

0= (h, A\ — A)x) = (M — A")h, ) Vo € dom A.

E quindi (A — A*)h =0.
Proviamo la prima. Se A € g,,(A) allora esiste o per cui

0 = (Al — A)xg, h) = (0, (A — A*)h) Vh € dom A*.

Cid vuol dire che im (A — A*) non ¢ densa e quindi se A ¢ o,(A*) allora A € o,.(A*).

Sia ora 0 € o.(AI — A). In questo caso (Al — A)~! non & continuo e quindi
(A — A*)~! non & continuo, si veda il Teorema 41. Se (Al — A*)~! non ha dominio
denso in H allora A € 0,.(A*), altrimenti A € o.(A*). 1

La situazione e riassunta nello specchietto seguente:

Aep(d) | <= | Aep(Aar)

Aeo(A) | < | Xea(a)
Aeay(A) | = | A€ oy(A*) Uo,(A%)
Ae o (A) | = | Xea,(a¥)

A€ o(A) | = | X € 0u(AT) U, (A¥)

Un corollario interessante del teorema (42) é:
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Corollario 43 Si sappia che o(A) ¢é reale e che A* = A. In tal caso o.(A) = 0.
Dim. Infatti, se A € 0,(A) allora deve aversi anche A = X\ € 0,(A*) = g,(A). Cid &
impossibile perché le tre componenti dello spettro sono disgiunte. 1

E’ importante sapere che il corollario precedente contiene un’ipotesi ridondante.
Infatti
Teorema 44 Se A = A* allora o(A) é reale.

La dimostrazione & posposta.

Gli operatori per cui A = A* si chiamano | autoaggiunti| e sono importantissimi

nelle applicazioni. Per essi vale anche

Teorema 45 Sia A autoaggiunto e siano A e p autovalori tra loro diversi. Siano x
ed y non nulli e tali che
Ax =z, Ay = uzx.

Allora, x 1 y.

Dim. Dal Teorema 44 si sa che A\ e u sono reali. Come nel caso delle matrici, si
moltiplichi scalarmente la prima per y, la seconda per z e si sommi. Si trova:

(A= p)(z,y) =0.

Dato che \ # u, deve essere x L y.

Osservazione 46 E’ bene notare che la condizione A = A* in particolare richiede
I'uguaglianza dei domini. Se invece A* estende A, senza che si abbia l'uguaglianza,
I’operatore A si chiama, . Esattamente come in dimensione finita, si pro-
va che se A & simmetrico i suoi autovalori sono reali e che autovettori corrispondenti
ad autovalori diversi sono ortogonali.

Notiamo infine che le due definizioni di operatore simmetrico e di operatore
autoaggiunto coincidono nel caso degli elementi di £(X). 1

1.5.4 Dimostrazioni posposte

Dimostrazione del TEOREMA 38. In questa dimostrazione useremo piu volte
il teorema 17:

1L
X =x
se X e us s.spazio chiuso. Useremo inoltre questa proprieta, provata nel lemma 47:
se X ed Y sono due s.spazi di H, con X C Y, allora X+ DY+

Se A* non ha dominio denso, esiste kK € K non nullo ed ortogonale a dom A*. In
tal caso,

(k,0) € [G(AN)]" .
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Si prova che cid non pud darsi identificando esplicitamente lo spazio [G(A*)]*.
Indichiamo per questo con G l'insieme {(—Ah,h) | h € dom A}. Ovviamente,

GG equndi  G(A") = [6(ant] 26" (1.18)

perché A* & un operatore chiuso. Mostriamo che in realta vale 'uguaglianza, cosi che
(k,0) = (—A0,0) e quindi k = 0.
Essendo l'operatore A chiuso, G & un s.spazio chiuso di K x H e quindi

1L s

0] ¢
Da (1.18) segue

. S

[G(AF 26 = |G+ 2 [g(an

e quindi I'uguaglianza che volevamo. 1

Per completare la dimostrazione notiamo:
Lemma 47 Siano X ed Y due s.spazi di H, con X CY, allora X+ DY+,

Dim. Se h L Y allora (h,y) = 0 per ogni y € Y; in particolare cio vale anche per
ogni z € X, dato che X C Y. Dunque ogni h € Y & anche in X*.

Dimostrazione del TEOREMA 39.
L’operatore (A~1)* & definito da

(hy A7'k) = (A™Y)*h, k)  VheH, ke K.
Indichiamo con ¢ il vettore ¢ = (A~1)k € domA. L’uguaglianza precedente diviene
(h,€) = ((A7Y)*h, A¢)  VEéecdomA.
Cid mostra che (A~1)*h & nel dominio di A* e inoltre che
A(A™YWh=h VheH. (1.19)
Mostriamo ora che
(A"H*A*¢ =¢ V& e domA*. (1.20)
Sia h = A7'¢ un generico elemento di domA. Essendo
(h, A*k) = (Ah, k) Vh € domA, k € domA*

si ha

(A1 Ak) = (€. K).
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Cid prova che A*k € dom(A~1)* per ogni k € domA* e che
(AHY*A*k =k  Vk € domA*.
Vale dunque (1.20). Le uguaglianze (1.19) e (1.20) insieme equivalgono a (1.17). 1

Dimostrazione del TEOREMA 44.
Sia A =a+1if € 0(A). Si deve provare che g = 0.
Per ogni = € dom A vale

(M — Az, x) = Mz, x) — (Az, x)

Ma ora, essendo A = A*, (Ax,x) ¢ reale. Infatti,

(Az,x) = (x, Ax) = (Az, x) .

Dunque si trova
(M — Az, z) = Mz, x) — (Az, 2) .

Sottraendo,
2i8||z||* = (M — Az, x) — (M — Az, z) = 2iTm (M — A)z,z).
Passando ai moduli si vede che
18] (2] < [Zm (M = A)z,z)| < (A = A)z,2)| < [[(M = A)z|| - || . (1.21)

Cio implica che l'inverso sinistro di (Al — A) ¢ continuo, si veda la (77).

Proviamo ora che le proprieta precedenti implicano che § = 0.

Per ipotesi, A € 0(A) e quindi im (A — A) non puo essere densa. Altrimenti,
dalla (1.21), avremmo \ € p(A). Esiste quindi £ # 0 per cui

0= (& (M — A)z) Vo € domA.
Cio in particolare implica che £ € dom A* = dom A. Dunque, con x = £ si ha:

B IENN < [{€, (AL = A)E)[ = 0

e quindi # = 0, come si voleva. 1
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1.6 Operatori compatti

Siano H e K spazi di Hilbert e sia C € L(H, K). Essendo C continuo, il suo nucleo
& un s.spazio chiuso di H e inoltre la restrizione di C a [ker C]* & iniettiva. Se in
particolare [ker C]* ha dimensione finita allora anche im C' ¢ uno spazio di dimen-
sione finita e lo studio di C' si fa semplicemente lavorando tra spazi di dimensione
finita. In particolare, esistono basi {ej1,... ,e,} di [ker C]* ed {e1,... ,e,} di imC
tali che

n

Cx = Z(m, €i)€;

i=1
per ogni € H (e non solo per ogni x € [ker C]*).
Osservazione 48 Si ha quindi una “diagonalizzazione” di C, ma rispetto a basi

diverse. Si noti che le basi possono essere diverse anche se H = K. Per esempio sia
H = K =C? e sia C rappresentato dalla matrice

11
0 1
rispetto alla base canonica. L’operatore C' non & diagonalizzabile scegliendo una

medesima base per rappresentare € 2 sia come spazio di partenza che d’arrivo; se
pero si sceglie come e ed es gli elementi della base canonica e invece

i) el

0[1‘161 + 1‘262] = x1€1 + X263 . 1

allora

La classe degli operatori C il cui nucleo ha codimensione finita ha quindi pro-
prieta ben particolari. Sfortunatamente essa ¢ troppo piccola per le applicazioni.
Una classe piu vasta di operatori, che ha proprieta ancora ben particolari e che pero
si incontra in numerose applicazioni ¢ quella degli operatori . Per defini-
zione, un operatore si dice compatto quando ogni insieme limitato di H ¢ trasformato
in un insieme relativamente compatto nella topologia della norma di K.

Naturalmente, per vedere se un operatore & compatto basta verificare che una
sfera ha per immagine un insieme relativamente compatto.

Osservazione 49 Ricordiamo che ogni insieme relativamente compatto ¢ limitato.
Dunque la sola proprieta di trasformare limitati in relativamente compatti implica
la limitatezza e quindi la continuita dell’operatore.

Ricordiamo che una successione € compatta quando ogni sua s.successione am-
mette punti limite. Ovviamente:
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Teorema 50 L’operatore C € L(H,K) é compatto se e solo se trasforma ogni
successione limitata di H in una successione compatta di K (con la topologia della
norma,).

Chiaramente tutti gli operatori con nucleo di codimensione finita, ossia con im-
magine di dimensione finita, trasformano insiemi limitati in insiemi relativamente
compatti e inoltre:

Teorema 51 Sia (C),) una successione di operatori compatti. Se
C =1lmC,

(il limite nel senso di L(K,H)), allora C é compatto.
In particolare cio vale se per ciascun C, si ha:

dim [im Cp] = ¢, < 0.

Dim. Proviamo il teorema nel caso generale in cui ogni operatore C,, € compatto,
senza fare ipotesi sul suo nucleo.

Proviamo che ogni successione (z,) limitata di H ha per immagine una suc-
cessione (Cz,) compatta in K (dotato della topologia della norma). Usiamo il
procedimento diagonale di Cantor: si consideri la successione

n — Cix, .

Questa ammette s.successioni convergenti, perché 'operatore Cy & compatto. Indi-
chiamo col simbolo (z;,) una s.successione di (x,) per cui (Cix;,) converge. La
s.successione (1 y,) € limitata perché la successione (z,,) ¢ limitata. Dunque (Cax1 )
ammette una s.successione convergente che indichiamo col simbolo (Caz2 ).
Proseguendo in questo modo si costruiscono successioni (x,,) tali che:

e (z,,) € s.successione di (,—1,);
e per ogni fissato 4, la successione (di indice n) (C;x; ) € convergente.

e Dunque, (Cjz; ) € convergente per ogni indice j < i, perché (z;,) con i > j
e s.successione di ().

Si consideri ora la tabella seguente.

Ciz1q | Ciz1p | Ciz13 | Cizrg | Crixns
Coza | Cozap | Cazaz | Caxayg | Coxas
Czz31 | C3z3p | Caxzz | C3xzg | C3x35
Cazgy | Cyzan | Cymwaz | Cawgy | Caxys
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Proviamo che la successione diagonale (Cxz, ) € convergente. Scriviamo per questo

||Cl'n,n - Cl‘m,m” < ||C§Cn,n - Cr‘xn,nH + Hcrl'n,n - C’rxm,mH
HICrzmm — Cxmm|| <|C = Crl{l|Znnll + |Zmml [} + [[Cranmn — Cramml| .

Per ipotesi, (z,) ¢ limitata,
llzn|| < M Vn.
Sia € > 0 fissato e sia r. tale che
I|C = Cyl| < e/4M
Con questo valore di r fissato, si ha
1C = Crll{llznnll + llzmmll} <€/2.

Il numero r & ormai fissato e si sa che (Crxy,,) converge. Dunque si trova N
tale che, per n, m maggiori di N, vale

|Crxnn — Crmml|| < €/2.
Dunque la successione (Cxy, ) € fondamentale e quindi convergente.
Cio prova che la successione (C'zy,) € compatta in K, come volevamo. 1

In particolare,
Corollario 52 L’insieme degli operatori compatti é un s.spazio chiuso di L(H, K).

Infatti, che & un insieme chiuso discende dalla dimostrazione precedente. Che & un
s.spazio si vede facilmente.

In realta vale di pitt: si ricordi che un operatore lineare continuo trasforma limita-
tiin limitati e compatti in compatti. Dunque, se C' € compatto, la sua composizione,
a destra o a sinistra, con un operatore continuo ¢ un operatore compatto. Dunque:

Teorema 53 L’insieme degli operatori compatti di L(K) é un ideale chiuso.
Vale inoltre:

Teorema 54 L’operatore C € L(H,K) é compatto se e solo se C* € L(K,H) ¢
compatto.

Dim. Dato che C' = C**, basta provare che se C' & compatto il suo aggiunto lo e.
Per assurdo, supponiamo che C* non sia compatto. In tal caso esiste una succes-

sione (ky,) limitata in K, e tale che (C*ky,) non ammette s.successioni convergenti.

Dunque, per ogni successione di indici (ng) esiste almeno un € > 0 tale che

||C*xp, — C iy, || > €
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per infiniti indici n ed m. Passando ad una ulteriore s.successione, non e restrittivo
assumere che cio avvenga per ogni n e per ogni m.
Sia ora hym, con ||hg || =1 e tale che

€/2 < (hgm,C xp, — C*xy,.) = (Chim, Tny, — Tn,,) - (1.22)

Per ipotesi, 'operatore C' ¢ compatto. Dunque, l'insieme {Chy,,} o € finito o
ammette punti di accumulazione. Nel primo caso esiste zg ed esiste una successione
(kr, m,) per cui

C hkr,mr = Z0-

Nel secondo caso esiste una successione (k,, m,) per cui
lim Chkr,m,« =20 -
Limitandoci a considerare tale successione, si ha, per r sufficentemente grande,
(20, Loy, — xnmr> = (20 — Chg,m,.» Lny, — xnmr> +(Chk, m,» Lny, — :Bnmr> > €/4

perché vale (1.22) e il primo addendo tende a zero.

Cio non puo darsi perché la successione ((z0,Zn, — Tn,,. )) € una successione
limitata di numeri, e quindi deve avere s.successioni convergenti per il teorema di
Bolzano—Weierstrass. 1

1.6.1 Lo spettro degli operatori compatti

Consideriamo un operatore compatto C' da uno spazio di Hilbert di dimensione infinita
H in sé e studiamone lo spettro. Esponiamo i risultati, posponendo le dimostrazioni.
Essendo C' continuo, il suo spettro € non vuoto e limitato. Si sa inoltre che

Aeo(C) = [N <|C).

Dunque, o lo spettro ¢ finito oppure € dotato di punti di accumulazione. Mostriamo
prima di tutto che o(C') puo essere finito:

Esempio 55 Sia H = L%(0,1) e sia C l'operatore da H in sé definito da

(Ch)(t) = /0 "h(s)ds.

E’ noto che o(C) = {0}, si veda I'Esempio ??. Mostriamo che C' ¢ compatto.
Notiamo per questo che I'immagine di C' contiene soltanto funzioni continue e che C'
¢ anche continuo da L?(0,1) in C(0,1). Inoltre, ogni s.insieme compatto di C(0,1)
¢ anche un s.insieme compatto di L?(0,1). Dunque basta provare che & compatto
I’operatore

C : L*0,1) — C(0,1), (Ch)(t):/oth(s)ds.
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Come si & notato, & sufficiente provare che I'immagine della sfera unita di L2(0,1)
¢ compatta in C(0,1). La continuita di C' mostra che 'immagine ¢ limitata. La

disuguaglianza
t 1 1/2
h(s)|ds| <4/t —7r {/ h$2ds]
[ n@)1ds| < ie=rl | [ 1)

mostra ’equicontinuita dell’immagine, e quindi la compattezzo per il teorema di
Ascoli-Arzela. 1

[(Ch)(r) = (Ch) ()] <

Nell’esempio precedente, 0 € o(C). Cido non per caso. Infatti vale

Teorema 56 Sia H uno spazio di Hilbert di dimensione infinita. Se C' é compatto,
il suo spettro contiene il punto 0.

Se lo spettro di C' ¢é infinito, esso é numerabile ed ha 0 come unico punto di
accumulazione.

Il risultato seguente va sotto il nome di alternativa di | Fredholm|.

Teorema 57 Se X\ # 0, allora im (A — C) ¢é chiusa e A appartiene al risolvente di
C oppure appartiene allo spettro di punti di C.

Ossia, gli elementi non nulli dello spettro sono autovalori. Invece, il punto 0
puo essere o meno un autovalore: nel caso dell’operatore visto nell’esempio 55 si ha
0 € 0.(C).

Ad ogni autovalore si associano i corrispondenti autovettori, uno o piu, e ad ogni
autovettore si associa una catena di . E’ questa una successione, oppure una
sequenza finita, (x,) di vettori tali che

Axg = Axg, Ar, = T,_1+ Az, pern > 0.

Dunque, il primo elemento zy della catena e un autovettore relativo all’autovalore
A.
Lo spazio generato da tutti gli elementi di catene di Jordan che corrispondono

all’autovettore A si chiama autospazio di A
Vale:

Teorema 58 Gli autospazi generalizzati di autovalori non nulli hanno dimensione
finita.

Naturalmente, se 0 ¢ I'unico punto dello spettro, o anche se lo spettro ¢ finito,
lo spettro dara poche informazioni sull’operatore. Il caso in cui lo spettro da infor-
magzioni “complete” sull’operatore ¢ il caso in cui le catene di Jordan costituiscono
un sistema massimale in H o almeno in [ker C]*, perché in tal caso l’operatore puo
rappresentarsi mediante “blocchi di Jordan”. Un caso in cui cio avviene & quello
degli operatori compatti e autoaggiunti:
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Teorema 59 Sia C compatto e autoaggiunto sullo spazio di Hilbert H di dimen-
sione infinita. FEsiste una famiglia ortonormale ({v,}) (finita o numerabile) di
autovettori di C,

Cv, = A\pun An # 0,

tale che

Cx = Z An (T, vy YUy

per ogni x € H.
La famiglia {v,} ¢ massimale in [ker C]*.

Questo risultato generalizza la diagonalizzazione delle matrici simmetriche: ri-
spetto a una base di autovettori 'operatore C' puo “scriversi in forma diagonale”.

Chiameremo questa la ’ dz’agonal@'zzazz‘one‘ di C.

1.6.2 Operatori compatti tra spazi diversi. Valori singolari

Studiamo ora il caso di un operatore C' compatto tra due spazi di Hilbert H e K.
Niente vieta che possa essere H = K e cio € utile nel caso in cui 'operatore C' non
¢ autoaggiunto. Ciascuno degli operatori

cC* e L(K), C*C e L(H)

¢ compatto autoaggiunto e quindi si rappresenta rispettivamente come

—+00 —+00
C*Ch=> mih,vi)vi,  CCk=>_ ik, wi)w;. (1.23)
i=1 =1

Naturalmente, m; e p; sono gli autovalori non nulli rispettivamente di C*C' e di CC*
mentre v; e w; rappresentano corrispondenti autovettori normalizzati.
I numeri m; e p; sono reali e positivi. Infatti,

0 S <CC*U1,’U@'> = ml||vl||2 =my;, 0 § (C*C’wi,wi> = MiniHQ = Uj .

E’ inoltre immediato vedere che i numeri m; (ricordiamo, tutti non nulli) coincidono
con i y; (ricordiamo: anch’essi non nulli). Infatti, sia p # 0 tale che

CC*'v=pv.
Essendo p # 0, C*v non & 0 e applicando C* ai due membri si trova
(C*C)C*v = pC*v

e quindi il numero x (non nullo) & uno degli m (non nulli). In modo analogo si vede
che ciascuno degli m; coincide con uno dei numeri p;.
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Osservazione 60 Nelle rappresentazioni (1.23) figurano i soli autovalori non nulli,
ed abbiamo provato che essi sono i medesimi per CC* come per C*C. E’ pero
possibile che 0 sia nello spettro di uno solo di questi operatori, come accade se
H=R2,K=ReC = [ 10 } 1

Introduciamo i numeri non nulli
O; = /M5 .

che si possono anche ottenere a partire dai u; e che si chiamano i valori
di C.
Generalmente si assume di ordinare i valori singolari in modo non crescente.
Indichiamo con wj; il vettore

1
w; = vai

0

(si ricordi che i valori singolari sono non nulli.)
Vale:

Lemma 61 L’insieme {w;} é ortonormale in K.

Dim. Infatti,

1 1 1
(Wr,ws) = (—Cvp, —Cug) = (C*Cpyvs) =
Os

oy Or0g Or0g

my <UT7 Us>

nullo se r # s perché v, | v, altrimenti uguale a 1. &

Poiché i {v;} sono un sistema ortonormale massimale in [ker C*C]*, si puo
scrivere

+oo
x:Z<xavi>Ui+n, n € ker C = ker C*C
i=1
e quindi
+oo —+o00
Cx = Z(x,vi>0’l}i = Z Ji<x,vi>wi. (1.24)
i=1 i=1

In particolare cio mostra una “diagonalizzazione” per operatori compatti tra spazi
diversi (in particolare, operanti nello stesso spazio, ma rispetto a basi diverse) e
mostra che ogni operatore compatto si approssima nella norma di £(H, K) mediante
operatori con immagine di dimensione finita. Combinando cio col teorema 51 si
trova:

Teorema 62 Un operatore C € L(H,K) ¢ compatto se e solo se ¢ limite, in
L(H,K), di una successione di operatori con immagine di dimensione finita.
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Osservazione 63 Gli operatori compatti possono definirsi anche in spazi di Banach
e il teorema 51 vale anche in spazi di Banach. Perd in spazi di Banach esistono
operatori compatti che non possono approssimarsi con operatori la cui immagine ha
dimensione finita.

Per concludere, mostriamo una particolare rappresentazione sotto cui si possono
porre gli operatori compatti da H in K.
Sia prima di tutto C' € L(H) compatto autoaggiunto e positivo. Cio vuol dire

che
(Cx,x) >0 V.

In tal caso si definisce

+oo
2y = Z \/)TZ'<£I},’UZ'>U¢.
i=1

Sia ora C compatto da H in K. Si definisce l'operatore modulo di C ponendo

+o0
|Clz = (C*C)V %z = Z oi{x,v;)v; .

i=1

Si noti che il simbolo |C| indica un operatore, e non un numero.
Dato ora un generico operatore compatto, diciamo A, tra spazi diversi,

+oo
Azx = Z oz, vi)w;
i=1
introduciamo l'operatore (continuo ma generalmente non compatto)

+00
Upx = Z(az, V) w; -
i=1
Le proprieta importanti di U4 sono:

e se z € [span {v; }]* allora Usx = 0;

e se x € clspan {v; } allora

400 2 +o0
1Uazll* = ||> (@, vi)wil| = > K, vn)]* = |||
i=1 i=1

E’ ora facile verificare che 'operatore compatto A si rappresenta come
A =Uy|Al.

Questa rappresentazione si chiama la rappresentazione dell’operatore A.
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1.6.3 Proprieta geometriche degli autovalori e valori singolari

Sia C' compatto da H in K. Si & visto che

Cr = Z oi{x,vi)w; .

Dunque,
400 2 400
1C2]|? = || iz, vidws|| =D ofl{w,v)|* < of |l
i=1 i=1

e I'uguaglianza vale se x = v1. Dunque,

Teorema 64 Il numero o1, massimo valor singolare di C, é uguale a ||C||. In
particolare, se C' & compatto ed autoaggiunto, ||C|| é anche uguale a max{\;}.

Vogliamo estendere questa caratterizzazione al caso di generici autovalori. Con-
sideriamo un operatore compatto autoaggiunto C, limitandoci a considerare il caso
in cui tutti i suoi autovalori sono non negativi. In questo caso, ordiniamo quelli
strettamente positivi in modo non crescente, A\; > \;+1. Gli autovalori si elencano
piu volte quando ad essi corrispondono piu autovettori linearmente indipendenti.
Indichiamo con v; un autovettore di norma 1 di A;, in modo da avere un sistema
ortonormale {v;} massimale in [ker C]*.

Indichiamo con L[n] la famiglia di tutti i s.spazi di H di dimensione n. Un
generico elemento di L[n] &

L =span{zi,...,xn}.

Con L,, indichiamo il particolare s.spazio generato dai primi n autovettori:

L, =span{vy,... ,v,}.

Ricordiamo che stiamo studiando gli autovalori A; con ¢ > 1. Un primo risultato
e il seguente:

Lemma 65 Sia C' compatto autoaggiunto, con autovalori non negativi. Vale:
Ayt = max {(Ca,2) | |2l = 1, @ € [L]*} .

Dim. Se x € [L,]*, si ha

[o¢]
T = Z Tiv; + 1, x; = (x,v;), n € kerC
1=n+1
e quindi
o0 o0
2 2
(Cx,z) = Z Nixi > A1 Z xi | > At -
1=n+1 1=n+1

L’ultima uguaglianza vale perché z = Z:;o,‘; 41 Z;v; ha norma 1. 1

Il risultato precedente richiede ’esplicita conoscenza degli autospazi. In pratica
interessano risultati che non fanno uso esplicito degli autospazi. Tra questi:
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Teorema 66 Sia C come nel Lemma 65. Si ha:
A+l = min{max{(Cx,x) | ||lz]|=1, z € LJ‘} , L € L[n] }

Dim. Il lemma 65 mostra che
Aoyt = max {(C,2), | ||zl =1, = € [La]*} .
Per provare il teorema basta mostrare che per ogni altra scelta di L € L[n] si ha
)\n+1§max{<0:1:,x), |zl =1, xeLL}. (1.25)

Sia L = span{hy,... ,h,} e sia

n+1

b= divi.
i=1

Scegliamo coefficienti ¢; non tutti nulli in modo da avere ¢ € L. Per avere cid si

deve richiedere
n+1

> ¢ilhj,v)=0  j=1,...n.
=1

Questo ¢ un sistema di n equazioni in (n + 1) incognite e quindi ammette soluzione
non nulla. Si puo quindi effettivamente trovare ¢ L L e, dividendo per ||¢|| # 0, si

puo assumere ||¢|| = 1. Per questo particolare elemento ¢ vale
n+1
(Ch,0) =D Nty = A1 l|o]|* = Ansr -
i=1

Dunque vale (1.25), come volevamo. 1

Proviamo ora una caratterizzazione importante dei valori singolari. In questo
caso C' ¢ compatto tra spazi di Hilbert H e K, puo essere tra loro diversi. Con
A[n] indichiamo la famiglia degli operatori lineari da H in K, ciascuno dei quali ha
immagine di dimensione n al piu.

Ricordiamo che i valori singolari per definizione sono non nulli ed ordinati in
modo decrescente.

Teorema 67 Vale:

ont1 = min{||C — A|| | A € A[n]}.
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Dim. Consideriamo l'operatore A definito da

Ax = Z oi{x, vi)w; .

i=1
Per quest’operatore si ha

oo

(C—f‘i)iﬂ: Z o, vi)w;
1=n—+1

e quindi ||C' — A|| = g,41. Ovviamente, A € Aln].

Sia ora A un generico operatore che appartiene ad A[n|. La sua restrizione a
span {vy ,... ,Un+1} DON € iniettiva, perché A ha immagine di dimensione n al piu,
minore di quella del dominio. Dunque esiste x = Z?jll x,;v; tale che Ax = 0 e inoltre
||z|| = 1. Per quest’elemento z vale

(€ = Azl = [|Cz]| = onta

e cio completa la dimostrazione. 1

1.6.4 Operatori compatti ed equazioni integrali di Fredholm

Consideriamo una funzione K (¢, s) continua su [a, b] x [a, b] e Poperatore da L?(a, b)
in sé definito da

b
x— Kz :/a K(t,s)z(s)ds.

Si sa gia che quest’operatore e continuo. Mostriamo che esso & addirittura compat-
to, facendo uso del teorema di Ascoli-Arzela. Cio generalizza 1’osservazione usata
nell’Esempio 55.
Sia z € B,
B={x||lz|| <1}.

Se possiamo provare che K B ¢ un insieme relativamente compatto di L?(a, b) allora
K e un operatore compatto.

Si sa anche che K trasforma L?(a,b) in C(a,b) e, come si & gia visto, basta
provare che K B ¢ un s.insieme compatto di C(a, b). La uniforme limitatezza di KB
discende dalla continuita di K. Proviamo quindi I’equicontinuita. Notiamo:

b
(Kz)(t) — (Kx)(t)] = /G[K(t,S)—K(tCS)]w(S)dS

b 1/2 b 1/2 b
< [/ |K<t,s>K<t’,s>|2] [/ r:c<s>|2] < [/ K(t9) = (Y, 5)

1/2
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Sia € > 0. L’uniforme continuita di K mostra che esiste § > 0 tale che
t—t| <6 = |K(t,s)—K(t,s)] <é
e quindi, per |t — /| < 0,
|(Kx)(t) — (Kx)(t)] <e.

Cio prova l’equicontinuita e quindi la compattezza.
Consideriamo ora l’equazione integrale

b
v = pKz + ¢ = ”/a K(t,2)a(s) ds + (L)

Nel caso in cui K sia autoaggiunto, ossia nel caso in cui

K(t,s) = K(s,t),

I'operatore K si puo diagonalizzare rispetto ad un sistema ortonormale, mentre in

generale si potra scrivere
+oo

Kz = Z oi{x, vi)w; .
i=1

Se accade che questa somma ¢ finita, I’equazione integrale di Fredholm ha nucleo
degenere; altrimenti, ’equazione integrale diviene

oo
z(t) = ;ai [/a

forma che generalizza quella che abbiamo introdotto, per le equazioni con nucleo
degenere, al paragrafo ?77.

b

(s)0i(s) dS] wi(t) + ¢(t),

1.6.5 Dimostrazioni posposte

Si provano ora i teoremi relativi agli operatori compatti. Per questo avremo bisogno
di introdurre alcune proprieta che valgono anche per operatori non compatti. Per
chiarezza, indicheremo con A un generico operatore lineare e con C' uno che & anche
compatto.

Conviene seguire un’ordine un po’ diverso da quello del paragrafo 1.6.1 e spezzare
le dimostrazioni in vari lemmi.

Avremo spesso bisogno di lavorare con successioni limitate o addirittura conver-
genti (vy,) di elementi dell'immagine di A\I — C,

vy = (A — C)ay, .

La successione (x,) in generale non sara né convergente né limitata. Pero:
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Lemma 68 Sia (v,) una successione limitata che appartiene ad im(AI — C), con
C compatto e A # 0:
vy, = lim(A — C)zy,, A#0. (1.26)

Esiste una successione (ky) limitata e tale che
vn = M — Ok .

Dim. Se (z,) stessa e limitata, niente & da provare. Consideriamo il caso in cui
I'uguaglianza (1.26) vale, con (x,) successione illimitata.
Si rappresenti

X =ker(\ —C) @ [ker(M — OV, zp=hy+ k.

Ovviamente, (A — C)zy, = (A — C)k,, e quindi si puo sostituire z,, con k,. Basta
dunque provare che la successione (k) ¢ limitata.
Sia per assurdo la successione (k) illimitata. In tal caso,

Un

=0
||l

Y = lim

perché (v,) ¢ limitata.

Usiamo l'ipotesi che 'operatore C' ¢ compatto, e la limitatezza di (k,/||knl|),
per estrarre dalla successione (C Hllz—z”) una s.successione convergente. Cambiando
nome agli indici, si puod supporre

k
lim C—— = wy .
1Ko |
Essendo I
n Un
(M- C) = =y, — 0,
[knll  |knll
si ha anche
. kn ) ky,
lim A lim C =wp. (1.27)

1Bl [lFen

Poiché A # 0 e k,/||kn|| ha norma 1, segue che ||wg|| = |A| # 0, e dunque wq # 0.

Inoltre, wg € [ker(A — C)]* perche k, € [ker(\] — C)]*. Usando ambedue le
uguaglianze in (1.27), mostriamo ora che si ha anche wy € ker(AI — C) cosi che si
arriva alla contraddizione wy = 0.

kn
[|%nl]

=\ +0C) {hm(M— C)H:ZI} =0.

(M = C)uwg = Awy — Cug = lim { X1 — C?}

kn

= lim(A\ 4+ C)(\I — C)Hk H

La contraddizione trovata mostra che la successione (k;) ¢ limitata. #
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Osservazione 69 Si noti che l'ipotesi della compattezza di C' si e esplicitamente
usata. L'asserto precedente non vale per generici operatori.

Usiamo questo lemma per provare:
Teorema 70 Se C' é compatto e A # 0 allora (A — C) ha immagine chiusa.

Dim. Sia (vy,) una successione in im (Al — C'), convergente a vg. Dobbiamo provare
v € im (A — C) ossia che, per un opportuno zy, si ha

vo= (A —C)ag .

Assumiamo quindi che valga (1.26). Come si ¢ visto al Lemma 68, possiamo assume-
re che la successione (x,,) sia limitata. In questo caso, passando ad una s.successione,
si puo assumere lim Cz,, = y, perché C & compatto. Si ha quindi che

1
n= lon +Cn], lima, = Yoo +y] = a0,

ossia (x,) converge ad zp. D’altra parte C, essendo compatto, & continuo. Dunque,
da v, = (A — C)xy, si ha vg = (A — C)zp. Cid prova che vy € im (A — C'), come
volevamo. 1

Proviamo ora:

Teorema 71 Se l'operatore C € L(H, K) ¢ compatto e se lo spazio di Hilbert K ha
dimensione infinita, allora 0 € o(C).

Dim. Supponiamo che 0 sia nel risolvente di C. In questo caso, C~! & continuo e
quindi
I=cc!

¢ un operatore compatto. Dunque, la sfera {z | ||z|| < 1} ¢ compatta. Cid non puo
essere se lo spazio di Hilbert H ha dimensione infinita, si veda il Teorema 77. 1

Proviamo ora un lemma che sara reso piu preciso in seguito:
Lemma 72 Sia C' compatto. Se A € o(C) non é zero, allora A € o,(C) U 0,(C).

Dim. Sia A # 0, e sia A ¢ 0,(C). Si e visto che I'immagine di (A — C), con A # 0,
¢ chiusa. Se questa ¢ diversa da X allora A € 0,(C). Se 'immagine ¢ X allora, per
il teorema di Banach, Teorema ??, (A\I — C)~! & continuo e quindi A € p(C).

Osservazione 73 In particolare si & provato che lo spettro continuo di un operatore
compatto, se non & vuoto, contiene il solo elemento 0. 1

Notiamo che non abbiamo ancora provato che gli elementi non nulli di o(C') sono
autovalori. Possiamo pero provare:
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Lemma 74 L’insieme degli autovalori dell’operatore compatto C, se non € finito,
ha per unico punto di accumulazione il punto 0.

Dim. Ricordiamo che autovettori corrispondenti ad autovalori diversi sono linear-
mente indipendenti. Questo risultato, noto dai corsi di algebra lineare, & provato
per completezza nel Lemma 77.

Essendo C continuo, il suo spettro ¢ un insieme limitato e quindi se C' ha infiniti
autovalori, si trova una successione (\x) di autovalori tra loro diversi, che converge
a Ag. Supponiamo per assurdo che sia A9 # 0. Indichiamo con x; un autovettore di
A di norma 1 e sia X,, = span{xy,... z,}.

Lo spazio lineare X, & trasformato in sé dall’operatore C,

X, c X,
ed inoltre
MI—-C)X,, C X1

perché (A, I — C)z,, = 0.

Grazie al Lemma 77, la dimensione di X,, ¢ esattamente n e quindi X,,_1 C X,,,
I'inclusione essendo stretta. Dunque in X, puo trovarsi un vettore e, di norma
1, che dista 1 da X,,_;. Mostriamo che se Ay # 0, la successione (Cf\—z) non
ammette s.successioni convergenti. Cid contrasta con la compattezza di C' e mostra
che Ao = 0. Per ottenere cio, basta provare che per ogni n, m vale

losz - o5z > 1.

Per fissare le idee, sia n > m e si scriva
en em em C
ooz —a-{o+(1-5 ) e}

C em
(Iw) s O3

appartengono a X, _1 mentre e, € X,,. Dunque,

I due vettori

HC - C’— > dist(en, Xp_1) > 1.

Si trova quindi che la successione limitata (e /A, ) ha immagine priva di s.successioni
convergenti. Cio contrasta con la compattezza di C. La contraddizione trovata
mostra che 'insieme degli autovalori di C, se non ¢ finito, ha 0 come unico punto di
accumulazione. 1

Vorremo provare che
UT(C) - {0} =0.

Per ora pero proviamo:
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Corollario 75 Sia C compatto. L’insieme o,(C) é finito oppure ha 0 come unico
punto di accumulazione.

Dim. Infatti, si sa dal teorema 42 che se A € 0,,(C) allora A € 0,(C*) e C* & com-
patto, si veda il Teorema 54; e quindi I'unico punto che puo essere di accumulazione
per o,(C) ¢ il punto 0. 1

Per completare le dimostrazioni dei risultati relativi allo spettro di operatori
compatti, dobbiamo far intervenire le proiezioni spettrali introdotte al teorema ?77.

Per i risultati gia provati, si puo trovare una successione di numeri positivi (ry,),
r, — 0, tali che

D A =ra} C ().

Infatti, 0 € I'unico punto di accumulazione sia di 0;,(C') che di 0,.(C); e si & gia visto
che o.(C) C {0}.

Con un abuso di linguaggio comune nella teoria delle funzioni olomorfe, indi-
chiamo con I';; la “curva” costituita dalle due circonferenze di centro 0 e di raggio
rispettivamente 7, r,11. Sia ), la corona circolare delimitata da I',,. Consideriamo

I’operatore

Pn—i/ (21 —C) 'dz.

2

'

Ricordiamo, dal teorema 77:
e I due s.spazio im P, ed im (I — P,) sono complementari;

e L’insieme o0,, = o(C) N Qy, ¢ lo spettro della restrizione di C' ad im P,, (che ¢
un s.spazio invariante per C).

Proviamo ora:

Teorema 76 Sia C compatto. La proiezione P, ha immagine di dimensione fi-
nita e quindi ogni elemento non nullo di o(C) é un autovettore il cui autospazio
generalizzato ha dimensione finita.

Dim. Notiamo che la funzione 1/z ¢ olomorfa in §2,, e quindi

L[ e orten k[ feror 1)
Pn_QWi/Fn(ZI C) d2_27ri/rn{(zj ) . dz
4 C

z

_ b (zI —C)

= dz.
2w Jr,,

L’ultimo integrale si approssima nella topologia di £(X), mediante le somme di

Riemann
1

P, = {Z(zrf - 0)12’"2’“1} C

211 Zr

(i punti z, sono quelli di una partizione del sostegno di I';,). Per il Teorema 53,
ciascuno degli operatori P, ¢ compatto e quindi anche P lo &, si ricordi il teorema 51.
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Dunque, la palla di im P & compatta e quindi, per il Teorema 7?7, im P ha
dimensione finita. 1

Infine, per completezza, proviamo:

Lemma 77 Siano \i,..., A\ autovalori distinti di un operatore lineare A e sia xy,
un autovettore di A,. Gli autovettori xj, sono linearmente indipendenti.

Dim. Ricordiamo che gli autovettori, per definizione, sono non nulli. Dunque, in particolare
z1 # 0 cosi che l'insieme {x1} ¢ linearmente indipendente e, se gli autovettori non sono
linearmente indipendenti, esiste un primo ng per cui

no
Tpgt+1 = E ;T .
=1

Applicando l'operatore A ai due membri dell’'uguaglianza si trova

no
Ano+1Tng+1 = E QN .

i=1

Moltiplicando i due membri della prima uguaglianza per A,,4+1 e sottraendo la seconda, si
trova

o

Z[)\n+1 - )\1]0411'1 =0.

i=1
Cio mostra che z,,+1 non ¢ il primo degli autovettori linearmente dipendente dai precedenti.
Cio contraddice la scelta di ng e prova ’asserto. 1

Osservazione 78 Si noti che ’asserto precedente vale per ogni operatore lineare A,
anche non compatto ed anche non continuo. &

Il caso degli operatori compatti autoaggiunti

Premettiamo due osservazioni:

Lemma 79 Sia A € L(K) e sia X un s.spazio invariante per A: sia cioé AX C X.
Allora, X+ ¢ invariante per A*.

Dim. Bisogna provare che A*X+ C X1 Sia per questo h € X1 e sia z € X. Si ha:
(x, A*h) = (Az,h) = 0.

Cio vale per ogni € X e quindi A*h € X*.

Lemma 80 Sia A € L(K) e sia X invariante per A: AXy C Xg. Sia X = cl Xj.

1l s.spazio chiuso X é invariante per A.
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Dim. Sia infatti x € H,
r =limx,, T, € Xp.

Vale:
Az =lim Az, € X

perché Ax, € X per ogni ne X =cl Xp. 1

Gli operatori compatti autoaggiunti godono della proprieta seguente:

Teorema 81 Sia C € L(H) un operatore compatto e autoaggiunto. Almeno uno
dei due numeri ||C|| oppure —||C|| appartiene a o(C).

Proveremo in seguito questo teorema. Per ora illustriamone le conseguenze.

Una prima conseguenza ¢ che il raggio spettrale di un operatore compatto au-
toaggiunto ¢ uguale a ||C||. In generale invece il raggio spettrale di un generico
operatore lineare A ¢ minore della sua norma: r(A) < ||4||. La disuguaglianza puo
essere stretta, anche se 'operatore & compatto (non autoaggiunto) come prova le-
sempio della trasformazione da IR? in sé rappresentata, rispetto alla base canonica,

dalla matrice
01
0 01"

In questo caso lo spettro ¢ {0} mentre la norma dell’operatore & 1.
Notiamo ora che [|C]| = 0 se e solo se C' = 0 e in questo caso 0,(C) # 0. Se
C #0,
{+lICll, =lCll} na(C) ={+IClI, =lICI]} Nop(C).

Corollario 82 Se C € L(H) ¢é compatto autoaggiunto allora o,(C) # 0.

Da ora in poi, assumiamo esplicitamente C' = 0. 1l corollario precedente mostra
che esistono autovalori non nulli dell’operatore C'. Indichiamo con X, lo spazio
lineare generato dagli autovettori di C' relativi ad autovalori non nulli. Questo & un
s.spazio di H invariante per C"

CXoC Xop.

Sia X = cl X cosi che X stesso e invariante per C.
Lemma 83 Siano Xo ed X gli spazi appena definiti. E’: X = cl Xo = [ker C]*.

Dim. Sia per assurdo X # [ker C]* e quindi X+ # ker C. Essendo X invariante
per C, allora X1 ¢ invariante per C* ed essendo C' = C*, X1 & anch’esso invariante
per C. La restrizione di C ad X & essa stessa un operatore autoaggiunto e quindi
ammette un autovalore, per il Corollario 82 e se X1 # ker C allora I’autovalore &
non nullo. Il corrispondente autovettore & autovettore anche di C'. Cio contrasta con
la definizione di X che, per costruzione, contiene tutti gli autovettori di C' relativi ad
autovalori non nulli. La contraddizione trovata prova il teorema. 1
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Per costruzione, I'insieme degli autovettori (normalizzati) di C' che corrispondono
ad autovalori non nulli genera Xg ed & quindi un sistema ortonormale massimale in
X. Mostriamo:

Teorema 84 Sia C compatto autoaggiunto. Si possono scegliere gli autovettori di
C, di autovalore non nullo, in modo da avere un sistema ortonormale massimale di
X = [ker O]*.

Dim. Basta provare che gli autovettori si possono scegliere due a due ortogonali.
Si e gia visto al Teorema 45 che 'ortogonalita ¢ automatica per autovettori che
corrispondono ad autovalori diversi. Sia ora Ag # 0 un autovettore di molteplicita
maggiore di 1 e sia Ny il relativo autospazio. Essendo C' compatto, la dimensione
di Ny ¢ finita e quindi Ny ammette una base ortonormale di autovettori. i

Osservazione 85 Supponiamo che X # H, ossia che 0 € 0,,(C). Sia F' la famiglia
ortonormale degli autovettori costruita sopra, e sia Fj una famiglia linearmente indi-
pendenti di autovettori tutti con autovalore 0. Si sa che F' ¢ una famiglia numerabile
mentre Fjy potrebbe anche essere non numerabile. 1

In conclusione, ogni h € H puo rappresentarsi come

“+o00

h=hy+ Z(h, ei>ez~
=1

con

Cei:)\iei, )\HEO, Ch():O.
Dunque, per ogni h € H si ha anche

+o0
Ch = Z )\i<h, €i>ei .

i=1

Questa ¢ la forma diagonale cercata dell’operatore C.

Passiamo ora a provare il Teorema 81. La dimostrazione richiede diversi passi.
Proviamo prima di tutto due lemmi che valgono per operatori autoaggiunti, anche
non compatti.

Lemma 86 Siano x edy in H e sia A € L(H) un operatore autoaggiunto. Si ha:
ARe (Az,y) = (A(z +y), (z+y)) — (Alz —y), (z —y)).
Dim. Usando A = A*, calcoliamo:

(Al +y),(z+y) = (Az,z)+ (Ay,y) + (Az,y) + (Ay, z)
= (Az,z) + (Ay,y) + (Az,y) + (y, Az)
= (Azx,z) + (Ay,y) + 2Re (Az,y) . (1.28)
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Analogamente si vede che
(Al —y), (z — y)) = (Az, z) + (Ay,y) — 2Re (Az,y) . (1.29)
L’asserto segue sottraendo la (1.29) da (1.28).

Proviamo ora:

Lemma 87 Sia A un operatore lineare continuo ed autoaggiunto. Vale:
||All = sup { [(h, AR)|, [|h]| =1} .

Dim. Sia
a=sup{|(h, Ah)[, ||h]| =1} .

Per ogni operatore lineare A vale a < || A||. Si deve provare che se A & autoaggiunto,
allora la disuguaglianza non puo® essere stretta; ossia, si deve provare che se A &
autoaggiunto, allora

JA[] < o

Ricordiamo, come conseguenza del Teorema di Riesz e del Teorema 77 che
[A[l = sup {(Ah, k), [|hl] =1, [|k[]| =1} .

D’altra parte, per il Lemma 86 e per 'identita del parallelogramma, essendo ||h|| = 1,
||&]| =1,

ARe (Ah, k) < [(A(h + k), (h + k)| + [(A(h — k), (h — k))]
< a{|lh+ kI + b~ kI[2} = 20 {|[BI? + |[k|[*} = 4a

ossia

Re (Ah, k) < .

In generale, (Ah, k) & un numero complesso,
(Ah, k) = € |(Ah, k)| .
Sostituendo h con z = e~ si trova
[{Ah, k)| < .

Questo calcolo puo venir ripetuto per ogni h, k di norma 1, come volevamo provare. I

Osservazione 88 Come si & detto, per ogni operatore lineare A vale

||A|| = sup(Ah, k). (1.30)
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L’estremo superiore si calcola al variare di h e di k in modo indipendente nella palla
di raggio 1. Se A ¢ autoaggiunto vale di pit:

1Al = sup [(Ah, k)| .
|18]|=1

Si noti la presenza del modulo in quest’ultima uguaglianza.

E’ indifferente mettere o meno il modulo nella (1.30).

Torniamo ora a considerare un operatore compatto autoaggiunto C' e proviamo
il Teorema 81.

Come si & notato, si puo assumere C # 0.

Sappiamo gia che lo spettro dell’operatore C' e reale, perché C' & autoaggiunto;
e quindi

a(C) < [=lICll el -

Bisogna provare che uno almeno degli estremi di quest’intervallo appartiene allo
spettro.
Si & provato nel Lemma 87 che

IC[| = sup{[(h, Ch)[, [|h]| =1} .
Esiste quindi una successione (hy,), con ||hy|| = 1, tale che
Hm(Chy, hy) = « dove o = ||C|| oppure a = —||C|.

Si noti che a # 0 perché si suppone C' # 0.
Proviamo prima di tutto che

lim[Chy, — ahy] =0. (1.31)
Calcoliamo per questo
||Chy, — ahy|)? = ||Chy||? — 2a(Chy, hy) + 2.

In questo calcolo si sono utilizzate le ipotesi che C' & autoaggiunto, che « e reale e
che ||hy|| = 1.
Si sa che lim(Chy,, hy,) = « cosi che

lim [—2a<Chn, hn) + az} =—a?.
Consideriamo ora la successione (||Ch,||?). Vale
IChall* < o?,
e quindi

0 < limsup [|Chy — ahy|[* = limsup {||Cha||2 = 20(Chn, kn) + a2} < 0.
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Cio prova (1.31).
La dimostrazione del Teorema 81 si completa come segue: essendo C' compatto
ed (hy) limitata, esiste una s.successione (Chy,. ) di (Chy,), convergente in norma,

lim Chy, = k. (1.32)

Usiamo ora il fatto che o # 0 e notiamo che

B, = 2 {Chn, — [Chn, — ahn,]} -

(0%

Si ¢ visto che il termine in parentesi quadra tende a zero, mentre (Chy, ) tende a k.
Dunque,
1 1
limh,, = —k e quindi limCh,, =C [k] .
! a
Di conseguenza, da (1.32),

C [;k] =k ossia Ck = ok .

Cio prova che « ¢ un’autovalore di C. Ricordando che « ¢ ||C|| oppure —||C], si
vede che ’asserto e provato.



Capitolo 2

La trasformata di Fourier

2.1 La trasformata di Fourier di funzioni

Sia f(x) una funzione definita su IR, a valori reali o complessi. La sua trasformata

di ¢ la funzione della variabile reale w
~ +o0 .
flw) = / e~ E() dt (2.1)

— 00

Noi ci limiteremo a studiare la trasformata di Fourier di funzioni definite su IR;
e perd importante sapere che se f(x) e definita su IR" allora la sua trasformata di
Fourier ¢

O = [ i@, gem

Talvolta indicheremo la trasformata di Fourier di f col simbolo F(f).

Si noti che f denota sia la trasformata di Fourier che la trasformata di Laplace
di f. Il contesto chiarisce il significato del simbolo; si noti pero che se f(z) = 0 per
x < 0 e se la sua trasformata di Laplace esiste per e A > —¢, € > 0, allora vale

£()iw) = |

0

400 . +o0 .
B = [ e () dt = F(f)(w).

—0o0

Pero, in generale, la trasformata di Fourier non ammette estensione al piano com-
plesso.

Prima di studiare la trasformata di Fourier, & necessario dire per quale classe di
funzioni essa e definita. E’ immediato notare che la definizione di trasformata di
Fourier ha senso se f & integrabile (nel senso di Lebesgue) su IR e anzi per ogni w
vale

1F @) < £l w) -
Dunque, la trasformazione X
f—= fw)

¢ continua da L'(IR) in €, per ogni w fissato. Vale anche di pit:

53
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Teorema 89 Sia (f,) una successione in L'(IR), convergente a fo nella norma di
LY (IR). Allora, R )
lim f,(w) = fo(w),

uniformemente su RR.

L’immediata dimostrazione si omette.

In realta lo spazio L' (IR) & troppo piccolo per la maggior parte delle applicazioni
nelle quali la trasformata di Fourier interviene. Pero, come primo passo, limitiamoci
a studiare le proprieta della trasformata di Fourier di funzioni integrabili.

Vale:

Teorema 90 Se f € L'(IR) allora la sua trasformata di Fourier ¢ uniformemente
continua su IR.

Dim. E”

Si impone prima di tutto la condizione |w — w'| < 1. Si fissa quindi € > 0 e T,
tale che

/ IF()]dE < e/4.
[t|>T

Allora,

£@) = )] = ‘ e g a

T. . . oo o
[l e ar +‘ [ et = f(t)dt’
—T —T
€ Te ; o
< [l e gyt
2 —T

< -4+ max
2 te[-T.,T.]

—iwt _ —iw't oo d
et — ety [ o) at.

La funzione s — e® & uniformemente continua sui compatti e quindi esiste ¢ = g, > 0
tale che se

lwt — W't] < |w — T < o, ossia se lw—u'| <o /T,

allora
€

2 23 1F®)]dt]

wt W't
e et <

Dunque, per |w — w'| < o¢/T, vale

@) = fW)<e.
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2.2 Le proprieta della trasformata di Fourier

La trasformata di Fourier ¢ ovviamente lineare,
Flaf +Bg) = af + 53
e inoltre valgono le proprieta seguenti, di immediata dimostrazione:
se g(t)=f(t—h) allora §(w)=e“"f(w),

sea#0e g(t)= f(at) allora gG(w)=—f(—),

Si confrontino con le corrispondenti proprieta della trasformata di Laplace.
Ricordiamo ora, dal paragrafo (??7) che se f e g sono integrabili su IR allora la
convoluzione

hzf*g=/+°of<t—s>g(s>ds

esiste in L'(IR) (non & detto che debba esistere puntualmente). Vale inoltre
Py < ey llgll o wy -

Dunque, h esiste e, per il teorema di Fubini,
. 400 | +o0 +oo  ptoo
h(w) = / e_“"t/ f(t—s)g(s)ds dt = / / et —s)dtg(s)ds

= /_J:o /_Zo e*iw(err‘)f(r) drg(s)ds = f(w)g(w) .

Osservazione 91 La formula precedente ¢ importantissima per le applicazioni. Si
osservi che la sua dimostrazione dipende dal fatto che la misura di Lebesgue &
invariante per traslazioni e dal fatto che t — e’ & un omomorfismo del gruppo additivo
IR nel gruppo moltiplicativo dei reali positivi. 1

2.2.1 1l teorema di Riemann-Lebesgue

Vogliamo ora studiare )
lim f(w)

jwl—-Foo

quando f e integrabile. Consideriamo prima di tutto gli operatori di traslazione su
LY(R). Se 7 & fissato, con S, indichiamo 'operatore da L!(IR) in sé definito da

(S-f)t) = f(t—7)

Ovviamente:
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Figura 2.1:
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Teorema 92 Sia 7 fissato. L’operatore S; da L*(IR) in sé ¢ lineare e continuo.

Studiando invece la dipendenza di S, da 7 si trova che vale il teorema seguente,
di difficile dimostrazione:

Teorema 93 (di ) Si fissi f € L*(IR) e si consideri la funzione 7 —

S.f da R in LY(IR). Questa funzione & continua.

Usando il teorema 93 si prova:

Teorema 94 (di Riemann ) Sia f € LY(R). Vale:

lim f(w)=0.
|w|—+o0
Dim. Per definizione,
" +oo .
flw) = / e~ p() dt (2.2)
—00
Si faccia la sostituzione t = 7 + 7 e si noti che
efiw(7—+7r/w) P L
Si trova:
R 400 .
Flw) = — / Flr + 7 fw)e™ T dr . (2.3)
— o0

Sommando (2.3) e (2.2) si trova

fr =3 [ 1@~ S mfele ar
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cosi che

fl <y [ 150 - f+fwlar.

Essendo f € L*(IR), il membro destro tende a zero per |w| — +o00, dal teorema 93.

Osserviamo ora:

Teorema 95 Sia f una funzione derivabile su IR e siano integrabili sia f che la
sua derivata f'. Allora vale:

(Ff) (W) = iwf(w).
Dim. L’uguaglianza
5 =50 + [ 7s)ds
e l'integrabilita di f e di f’ mostrano

I T)=0.
g FT)

Scriviamo ora
+r . . +T
/ e~ (1) dt = e T [(T) — T f(=T) + iw / e~ F(1) dt
-T =T
L’asserto segue passando al limite per |T'| — 4o00. 1

Nelle ipotesi del teorema 95, applicando il teorema di Riemann-Lebesgue ad f’,
si trova

lim wf(w)=0
|w|—4o00
e in generale se esistono e sono integrabili f, f/, ... f®) allora
lim wff(w)=0: (2.4)
|w|—4o00

la regolarita di f si riflette sul comportamento asintotico di f D’altra parte:

Teorema 96 Se f(t) e tf(t) sono ambedue integrabili, allora f(w) é derivabile, con
derivata

i@ = [ e sl a.

Dim. L’integrabilita di tf(t) permette di giustificare lo scambio della derivata
rispetto ad w con l'integrale. 1

Analogamente si vede che se f ¢ continua e t* f(¢) & integrabile allora f(w) ¢ k
volte derivabile. Dunque, il comportamento asintotico di f(t) si riflette sulla regolarita

di f(w).
E’ importante ricordare queste proprieta, che sono la chiave per ’estensione della
definizione della trasformata di Fourier.
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2.3 L’antitrasformata di Fourier

Vogliamo ora capire sotto quali condizioni la conoscenza di f permette di ricostruire
f. Consideriamo prima di tutto il caso particolare

h(t) = et

In questo caso, h si calcola facilmente usando la definizione della trasformata di
Fourier,

e quindi he integrabile.
Si noti che, se t > 0,

+oo | 2 . 2
/ elt dw = 27iRes [e”t, z} = 2re!
oo 1+ w? 14 22

mentre se ¢t < 0 si ha

oo 9 .
/ et 5 dw = 27miRes [em
o 1+w

ﬁ, —Z:| = 27T6t .
z

Dunque, in quest’esempio particolare, nota iL, la funzione h si ritrova calcolando
1 oo
e“h(w) dw.

21 J oo
Questa relazione tra h ed h vale molto piu in generale; ma non puo valere per la
generica funzione integrabile perché generalmente la sua trasformata non & integra-

bile.

Esempio 97 La funzione caratteristica dell’intervallo [T, T,

(1) = 1 se te|-T,T]
X[=T.1)\") = 0 altrimenti

¢ integrabile. La sua trasformata di Fourier si calcola immediatamente ed ¢

s sinwT
flw)=2 :
w
Questa funzione non e integrabile secondo Lebesgue, perché si sa che non & assolu-
tamente integrabile. 1
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Limitiamoci dunque a provare un teorema, sotto ipotesi assai piu restrittive del
necessario, ma sufficiente per il seguito.
Notiamo prima di tutto che

1 +oo 2 4
il -1
o [oo 1+ w? v

e quindi, come si e visto al paragrafo 77, da essa si puo costruire l'identita appros-

simata (h, ), - )
)= [ omp)

Vale quindi

() = Tim — /:: Ft— s)iHé/y)Q ds. (2.5)

Inoltre, ciascuna delle funzioni h, € una trasformata di Fourier,
hy(w) = F(e ). (2.6)
Fatte queste premesse, possiamo provare:

Teorema 98 Sia f € C%(R) e siano f, f', f" in L'(IR). Allora vale

f =5 [ et w) o, (27)

Dim. Si & gia notato che, nelle ipotesi del teorema,

lim w2fw =0
o (w)

(si veda (2.4)) e quindi la funzione continua f & integrabile su R. Cid mostra che
l'integrale in (2.7) ha senso. Inoltre, I'integrabilita di f’ mostra che f & limitata.
Consideriamo 'uguaglianza (2.5). Usando (2.6), questa si scrive

flt) = S lim /—i-oo flt—ys) [/+OO e eI dr] ds.

27T v—0+ —00 —00

La funzione (s,t) — f(t — s)e~"e*I"| ¢ integrabile su R? e quindi si puo usare
il teorema di Fubini per scambiare 1’ordine di integrazione ottenendo

f(t) = lim o {1/—:0 f(t—s)e " ds] eIy

v—0 ) _oo 27—

— lim ~ / o / " fee —W—frdg] —Irl gy
v—0+ 27 -

R T
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Lo scambio del segno di limite col segno di integrale ¢ lecito perché

l

e, nelle ipotesi del teorema, f & integrabile.
Cio completa la dimostrazione. I

La formula (2.7) si chiama la formula dell’antitrasformata di . Ripetia-
mo che essa vale sotto condizioni assai piu generali di quelle assunte nel teorema 98.
Per esempio, si & visto che essa vale per la funzione el che non & derivabile su IR.
Pero I'enunciato del teorema 98 & sufficiente per il seguito.

< /)

/“’o FE)ei€r dg} .

—00

Osservazione 99 Sia

flz) =e /2, (2.8)

Si puo provare che la sua trasformata di Fourier &
flw) = Vame /2,

una funzione integrabile su IR e non negativa. Si ricordi infatti I'integrale di Laplace,
/_+Ooex2/2dw =/T.
Si scriva quindi
/+Oo e~/ 2pmivT g0 e_w2/2\/§/+oo e~ 1@/ VD +i(w/V2)? d[(:v/\@) + Z(w/\/ﬁ)]

+
= e_w2/2\/§/ h e ds = V2me /2
—00
Si vede immediatamente che (h,),

b (z) = e~ (@/V?/2

v
¢ un’identita approssimata, la cui antitraformata di Fourier e

e~ (@)?/2
Il teorema 98 si puo provare anche usando quest’identita approssimata.

Si noti che l'identita approssimata costruita a partire da (2.8) ¢ quella che
permette di provare il Teorema di Weierstrass, Teorema ?7.
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2.4 La trasformata di Fourier su L*(IR )

Abbiamo detto che intendiamo estendere la trasformata di Fourier ad un insieme
assai pitl grande di L!'(IR). Come primo passo, estendiamola ad L?(IR). Notiamo
perd che anche L!(IR)U L?(IR) & ancora troppo piccolo per le applicazioni nelle quali
interviene la trasformata di Fourier.

Si indica col simbolo D I'insieme delle funzioni di classe C'*° a supporto compatto
in IR. Una proprieta che non abbiamo provato, ma che non ¢ difficile mostrare, ¢
che D & denso sia in L!(IR) che in L?(R). Inoltre, ogni f € D verifica le condizioni
del teorema 98 e quindi per essa vale la formula dell’antitrasformata.

Introduciamo la trasformazione lineare F su D, definita da

Ff=f.

Consideriamo questa come trasformazione su L2(IR), con dominio D denso in L*(IR).
Si e gia notato che il teorema di Riemann—Lebesgue implica che, se f € D,

lim w?f(w)=0

w——+00

e quindi che f € L?(R). Dunque, F & una trasformazione da L?(IR) in sé, con
dominio denso.
Siano ora f e g elementi di D. Vale:

/;OO f(x)g(z)dz = % /;oo £(x) /;OO 75 (00) dw da
+

+o0 00 ) too
= o [T e an] gy do = o [ g do.
Notando che

21 J—oo

[T @ an = [ fajei = ARG,

I'uguaglianza precedente conduce a:
Teorema 100 Se f, g appartengono a D allora vale
+o00 1 +oo R
| @) do =5 [T FD)35) do.

In particolare,

| @@y o= o [ ) do. (2:9)

—00

Ponendo f = g in (2.12) si trova Videntita di

1 .
1l = 5=l il

Cio mostra che
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Teorema 101 La trasformazione F, definita su D, da L*(IR) in sé & continua, con
norma 1/v/2m, e quindi ammette estensione unica ad L*(IR).

Un calcolo analogo a quello visto sopra mostra che vale anche 'uguaglianza

+oo +o0
| ieeds= [ rs)ae)ds (210)

—00 —00

che va sotto il nome di identita di | Plancherel|. Introducendo il simbolo ((-,-)),
{z,y) (2.11)

per indicare

la (2.10) si scrive

(f:9) =(f:9)- (2.12)

Osservazione 102 Si noti che il funzionale ((x,y)) ¢ lineare sia in z, tenendo y
costante, che in y, tenendo x costante. 1

Indichiamo momentaneamente con F l’estensione di F ad L?(IR) (& ovvio che in
pratica si usera il medesimo simbolo per le due trasformazioni). Per la trasforma-
zione F continuano a valere le identita di Parseval e di Plancherel.

Osservazione 103 Si noti che la trasformata di Fourier F & definita su L?(IR) come
estensione per continuita. In generale, I'integrale (2.1) non converge se la funzione
¢ a quadrato integrabile. 1

Tutti gli argomenti precedenti possono ripetersi per la trasformazione G da D C
LQ(]R) in L2(IR),
1 ftoe .
G0 = - [ e I(w)dw.
21 J_oo
Anche G si estende per continuita ad LQ(]R). Provvisoriamente, indichiamo con QN
tale estensione. Per essa vale

ossia:

Teorema 104 La trasformazione di Fourier ¢ biunivoca su L*(IR).
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Si noti che una proprieta analoga non vale su L!(IR).

Ricapitolando, abbiamo esteso la trasformata e I'antitrasformata di Fourier ad
L?(IR) per continuita. Si sa, dal teorema 32 che ’estensione per continuita puod anche
costruirsi calcolando aggiunti:

F=[F7", G =[G
ossia, Ff ¢ definita da

(Ff.é)=(f,.F¢) VopeD. (2.13)

Cio suggerisce di interpretare
f=Ff

come il funzionale su L?(IR) definito da

¢ — (f, F*p) Vo € D. (2.14)

Osservazione 105 Si noti che ¢ € D se e solo se ¢ € D. 1l segno di coniugio &
stato introdotto soltanto per avere una trasformazione lineare in (2.14).

Questa ¢ una diversa interpretazione della trasformata di Fourier, equivalente a
quella ottenuta estendendo per continuita. Suggerisce perd un modo per estendere
la trasformata di Fourier ad uno spazio molto grande: prima si identifica uno spazio
con una topologia molto debole, su cui la trasformata di Fourier ¢ continua e biu-
nivoca. Si usa quindi un metodo “di dualitd” per estenderla al duale dello spazio.
L’idea intuitiva e che se lo spazio ha una topologia “molto debole” il suo duale sara
“grande”.

Notiamo che

f*(ﬁ / +zwt¢
Dunque, con la notazione (2.12), la (2.13) si scrive

(Ff o) =(f.Fo) VoeD.

Converra quindi usare, come punto di partenza per I’estensione della trasformata
di Fourier, la formula di Plancherel (2.12). Va notato subito perd che lo spazio
D & troppo piccolo. In particolare, la trasformata di Fourier di una ¢ € D non
appartiene a D. La definizione di questo spazio € stata introdotta soltanto perché
esso ¢ importante in numerose applicazioni e la definizione va conosciuta. Vedremo
perd al paragrafo successivo lo spazio S, pitl grande di D, ancora denso sia in L' (IR)
che in L2(IR) e su cui la trasformata di Fourier & invertibile. Gli argomenti appena
presentati valgono anche sostituendo ovunque D con S.

Concludiamo questa parte esaminando I’esempio seguente:
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Esempio 106 Applichiamo l'identita di Parseval alla funzione x[_;;j, studiata
all’esempio 97. La sua trasformata di Fourier

sin w

2

w

¢ in L2(R), come si verifica immediatamente, e come deve essere perché X[-1,1] € &
quadrato integrabile. Dunque,

/.
— o

Si trova quindi

. 2 +oo
2s1nw] dw = 271/ [X[=1,1] (z)]*dz = 4.

w —00

2.5 Lo spazio § e il suo duale

L’idea per la scelta dello spazio S su cui definire la trasformata di Fourier e fornita
dal teorema di Riemann-Lebesgue, e dalle sue conseguenze: la regolarita di f si
trasferisce nel comportamento asintotico di f; il comportamento asintotico di f si
trasferisce nella regolarita di f , e viceversa. Cio suggerisce di introdurre lo spazio S
i cui elementi sono le funzioni ¢ € C*°(IR) tali che:

lim 2*¢™ (z) =0 Vk, n. (2.15)

|z|—=+o0

E’ chiaro che S & un sottoinsieme sia di L!(IR) che di L?(IR) e che per gli elementi
di S valgono sia la formula della trasformata che dell’antitrasformata di Fourier:

b= [ e aman, o= o [ .

e%] 2 00

Vogliamo mimare su S la costruzione della trasformata ottenuta per dualita su L?(IR).
Per questo € necessario munire S di una topologia la quale tenga conto della pro-
prieta (2.15). E’ un fatto che cio non puo farsi introducendo una norma in S.
D’altra parte, la definizione della topologia porterebbe via troppo tempo. Dunque
limitiamoci a introdurre un concetto di convergenza di successioni in S.
Per definizione,
lim ¢y, (z) =0

quando per ogni k intero non negativo e per ogni r intero non negativo si ha
1irrln 2F o) (z) = 0

uniformemente su IR.
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Esplicitamente questo vuol dire che per ogni € > 0 esiste N = N (e, k,r) tale che
se n > N(e, k,r) allora
¥l (z)] < e.

Si ¢ scritta esplicitamente questa condizione per sottolineare che la convergenza NON
¢ uniforme in k ed r.
Definiamo inoltre:

limg, =gy <= lim[p, — o] = 0.

Lo spazio lineare S, dotato della definizione di convergenza appena introdotta, si

chiama lo spazio delle funzioni rapidamente | decrescenti| su IR.

Sia ora A un funzionale su S oppure una trasformazione da S in sé. Diremo che
A ¢ continuo quando

lim¢, =¢9 = limA¢p, = A¢g.
Si prova immediatamente:

Teorema 107 L’operazione di derivazione:

¢ — D¢
e continua da S in sé.

Con &' indichiamo lo spazio lineare dei funzionali lineari e continui su S, dotato
della relazione di convergenza seguente

liml, =1y <= liml,(¢) =1y(¢) VopeS.

Si confronti questa definizione di convergenza con la convergenza debole stella.

Gli elementi di &’ si chiamano distribuzioni .

Come al solito, per indicare 1'azione di | € &’ su ¢ € S, invece di scrivere I(¢)
scriveremo

(L, o) -

Mostriamo alcuni esempi di trasformazioni continue da S in sé.

Esempio 108 le trasformazioni

¢— o+, ¢ — ag

(con 7 fissata) sono continue e la seconda e anche lineare.
Piu ancora, sia p un polinomio. La trasformazione lineare

¢(z) — p(x)o(x)

¢ continua.
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Sono anche continue le trasformazioni seguenti:
¢(x) = o(rz), relR
¢(x) — oM ().

Per ogni w fissato, la trasformazione

$(a) — " (x)

¢ continua. In generale, se f € C*°(IR) e se f e tutte le sue derivate sono limitate,
la trasformazione lineare

¢(z) — f(z)o(x)

¢ continua. Per esempio, sono anche continue le trasformazioni
a2 .
o —e T ox), ¢ — ¢(x)sinz. 1
Mostriamo ora alcuni esempi di distribuzioni temperate.

Esempio 109 Sia [ tale che
({1, 9) = ¢(0).

E’ immediato verificare che [ ¢ lineare e continuo, ossia che [ € §’.
Questa distribuzione & particolarmente importante per le applicazioni ed ha un
simbolo standard: si indica col simbolo 4,

(6, 9) = ¢(0)
e si chiama delta di .

E ancora immediato verificare la continuita di
14
¢ — > apd® (zy).
k=0

In seguito chiariremo le relazioni tra le due distribuzioni temperate introdotte
nell’esempio precedente.
Consideriamo ora:

Esempio 110 Sia f € LP(R), 1 < p < +o0. E’ una distribuzione temperata quella
definita da

o= [ ss)00s)ds.

Questo si verifica immediatamente usando il teorema della convergenza dominata,
se p=1. Se p > 1 si usa la disuguaglianza di Holder per notare che

= +1f(:c) e L'(R).
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Si scrive quindi

[T reas= [ LD [0 aot)] dr.

oo oo 1422

Sappiamo gia che la trasformazione che a ¢ associa (1+22)¢(z) & continua. E quindi
la trasformazione che stiamo studiando € continua, essendo composizione delle due
trasformazioni lineari e continue

6 — (1+2%)¢(x), we/;oo 1f_i(_x£2w(x)dm. '

Le particolari distribuzioni introdotte nell’esempio 110 si chiamano distribuzioni
. Esse si indicano con un simbolo del tipo I o pill spesso semplicemente f
o [ f¢. In analogia con questo simbolo, specialmente nei testi pitt applicativi, una
distribuzione si indica col simbolo

Jis

attribuendo al simbolo “[” il significato del simbolo “{(-,-))”.
In pratica, non si distingue tra le funzioni e le distribuzioni regolari ad esse
associate.

Esempio 111 Sia (h,) un’identita approssimata. Per ogni ¢ € S si ha

i [ (e = $)0() ds = 600,

si veda il paragrafo ?7. Cio vale in particolare per t = 0 e quindi

lim /_;OO ho(—s)6(s)ds = 6(0),  dES.

Dunque, la successione di distribuzioni regolari definite da

6= [ =0l s

converge in 8’ alla 0 di Dirac. Si dice pit brevemente che “le identita approssimate
approssimano la ¢ di Dirac”. 1

2.6 La trasformata di Fourier su &’

Si ¢ gia detto che su S la trasformata di Fourier ¢ definita dall’integrale (2.1) e che
su S vale la formula dell’antitrasformata. Proviamo ora:

Teorema 112 La trasformazione di Fourier F trasforma S in sé, é continua e
biunivoca.
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Dim. Si e gia notato che F trasforma S in sé.

La linearita € ovvia. Proviamo la continuita. Sia (¢,,) una qualsiasi successione
tendente a zero. Basta provare che la successione (F1),,) tende a zero. Fissiamo per
questo k ed r e consideriamo

b [ ey @) de = o [ e g ) do

dwT 00 —00
00 k .
= /; (—1)7"(2')'“ [iﬂke_wz} [ ) (x)] dz .

Integriamo per parti tenendo conto che

lim [z"¢p(z)] =0.

|z]—+o0
Si trova:

/+w(_1)r+k(i)ke—iwm

—0o0

— (1) [

—0o0 1+$2

dk
dkarwn(:ﬁ)l dz

+oo p—iwz

5y dF
Sia ora € > 0. Esiste N (e, k,r) tale che

dk
(1+ .1‘2)?{67"17/)”(.%')

d <€

n> N(ek,r) —

cosi che, per tali indici n si ha anche

T —+o0 .
d / e Ty (x) da

dw”

wk

< Tme.

Questo prova la continuita di F.
La trasformazione F ¢ suriettiva perché ammette I'inversa. I

Possiamo ora estendere la trasformata di Fourier ad S'.

Si ricordi che se f € L?(IR) la sua trasformata di Fourier pud definirsi usando
la formula (2.13) e che questa puo interpretrarsi dicendo che f & quel funzionale
lineare e continuo che a ¢ associa ((f, ).

Traendo ispirazione da questa definizione, definiamo la trasformata di Fourier
di distribuzioni temperate come segue: Sia [ € §’. La sua trasformata di Fourier [ e
il funzionale lineare

¢ — ((L,0) .
E’ immediato verificare! che [ € &’ , € quindi che I'uguaglianza
(o) = (1, )

si veda la dimostrazione del Teorema 113.
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e ora le definizione stessa della trasformata di Fourier.
Cosi come si estende ad S’ 1a trasformazione F, si estende anche I’antitrasformata

g:
G: (Gl o) =(l,G0)
e la relazione

(Fl9l, o) = (L, G[F o) = (I, 0))

mostra che 'estensione di G € inversa destra di . Procedendo in modo analogo si
vede che & anche inversa sinistra, e quindi che & I’antitrasformata di Fourier.

La trasformata di Fourier di [ si indica .

Ricapitolando:

Teorema 113 La trasformazione di Fourier ¢ continua e biunivoca da S' in sé.
Dim. La continuita e ovvia: sia
lim{, =y

ossia
im({ln, ¢) = {lo,¢) Vo €ES.
Ogni $ ¢ in S e quindi la precedente si scrive, scegliendo per ¢ la b:

lim((ln, §) = (lo,8)  ossia  lim{(ln, ) = (lo, 9.

Cio vuol dire

liml, =l.
La biunivocita della trasformata si ottiene perché, come si & gia notato, anche
Pantitrasformata si estende per dualita ad S’. »

Conviene ora vedere il calcolo di alcune trasformate.
Esempio 114 Sia f € L'(IR) ed I la distribuzione regolare
+o00
(o) = [ f@)ota)de.

—00

La trasformata di Fourier di [ ¢ ¢ la distribuzione
7 oo +oo —iwT
o= )= [ s [ e o) de du

/+Oo
—00

400 .
[ et ] o) ds = 1. 9)
—0o0
la trasformata di Fourier della distribuzione regolare identificata dalla funzione f &
la distribuzione regolare identificata dalla funzione f.




70 CAPITOLO 2. LA TRASFORMATA DI FOURIER

In particolare,

Esempio 115 Sia

)1 ose Jt|<T
f(t)_{O se [t|>T.

A sin w7’

w

La funzione f non appartiene ad L'(IR); & perod limitata e quindi identifica una
distribuzione regolare [ i

Ad f come funzione la formula dell’antitrasformata che abbiamo provato al pa-
ragrafo 2.3 non puo applicarsi. Invece, ad essa puo applicarsi la formula dell’antitra-
sformata nel senso che abbiamo introdotto in S’.

Esempio 116 Consideriamo ora la funzione f(t) = €’*, che non & né integrabile
né a quadrato integrabile, e quindi non ha trasformata di Fourier nel senso che
abbiamo introdotto per le funzioni. Nel senso delle distribuzioni, la sua trasformata
di Fourier &
N too
6= (15.0) = [ () de = 2m6(a).

Indicando con ¢, la distribuzione

{(0a, @) = d(a),

si vede che '
F (") =21, .

Usando le formule di Eulero,
F(sinax) = —in{da — d_a}, F(cosax) = {0 +I_a}. I

Quest’esempio mostra che la trasformata di una distribuzione regolare puo non
essere una distribuzione regolare.

Veniamo ora al calcolo della trasformata di Fourier di distribuzioni che non sono
regolari.

Esempio 117 La trasformata 5 della delta di Dirac & la distribuzione
o +oo

¢ — ((6,6) = $(0) = _ dls)ds.

E’ quindi la distribuzione regolare identificata dalla funzione identicamente 1. Di-
remo, piu semplicemente, che ¢ la funzione 1:

5:1;
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Viceversa, sia f(z) = 1. Dalla formula dell’antitrasformata si vede immediata-
mente che la sua trasformata ¢ la distribuzione 27d.
Indichiamo provvisoriamente con A la distribuzione

¢ — (A ) = ¢/(0)

(vedremo piu avanti un simboli “migliore” per identificare questa distribuzione). La
sua trasformata di Fourier

N +o0
¢ — (A\d) = (0) = / iw(z) do

—oo
la sua trasformata € iz. Si noti:
F(A) =ixF(0). n
Quest’esempio mostra che la trasformata di una distribuzione che non e regolare
puo essere una distribuzione regolare.

2.6.1 Le operazioni sulle distribuzioni

Si sa gia che 8’ & uno spazio lineare, ossia che in S’ ¢ definito il prodotto per scalari
e la somma; e in S’ si ¢ definita la trasformata di Fourier, con un metodo di dualita.
Ancora con un metodo di dualita si definiscono altre operazioni, a partire dalle
corrispondenti operazioni su S. Sia h € IR e T}, la traslazione in S,

(Tho)(x) = ¢(x — h)

(se h > 0 questa si interpreta come traslazione verso destra). Ovviamente, T}, ¢
continua su S e quindi per ogni [ € 8’ si definisce

Tyl ¢ — (I, Tho)) -

Se h > 0 questa si interpreta come traslazione (applicata ad [) verso sinistra.
Si esprima in modo esplicito l'effetto di T} sulle distribuzioni regolari e si giu-

stifichi la notazione pitt comunemente usata “I_;” invece di “T}".

Esempio 118 Sia § la delta di Dirac. Si ha:

(Tho, o) = (0, T_no) = ¢(h). ¥

Sia ora a # 0 e sia
Re: (Re9)(z) = ¢(az).

Anche R, ¢ continua da S in sé e quindi si puo definire R} ponendo

(Ral, d) = (I, Rao)) -
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Si verifica facilmente che se [; € una distribuzione regolare allora
Rally) =lizm, g

e quindi, per una generica [ € &', si definisce
1 *
Ral == |:R1/a:| l
a

Si ¢ notato che se g € C*°(IR) ¢ limitata con tutte le sue derivate, o anche se g ¢
un polinomio, allora My: My¢ = g¢ ¢ continua da S in sé. Cio permette di definire

((Mg1), o) = (I, Myop)) -
Si esamini I'azione di M sulle distribuzioni regolari e si spieghi perche si scrive
Ml
invece di Ml.

Osservazione 119 La M, ¢ la “moltiplicazione” della distribuzione [ per la funzione
g. pit comunemente, invece di scrivere Mgl si scrive gl. 1

Introduciamo ora la delle distribuzioni.
Essendo continua la trasformazione D

¢ — D¢ =¢'

da S in sé, definiremo
(D1, ¢) = (I, Do) .

Si esamini effetto di D* sulle distribuzioni regolari e si chiarisca perché invece di
“D*” si usa il simbolo “—D”:

(DL, o) = = (I, Do) .
La derivata di distribuzioni si indica anche con ’apice:
Dl=1.

Presentiamo alcuni calcoli di derivate.

Esempio 120 Si chiama funzione di la funzione

0 se t<O0
u(t>_{1 se t>0.
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Questa funzione non e derivabile nel senso ordinario. E’ pero derivabile nel senso
delle distribuzioni, ossia ¢ derivabile la distribuzione regolare ad essa associata, e
vale

(D) = ~(u o) = = [ /(51 ds = 0(0).
Dunque la sua derivata e la delta di Dirac e scriveremo brevemente
Du=9.
Calcoliamo ora la derivata della delta di Dirac:
(Do, ¢)) = —((d, Dg)) = —¢/(0) .

Dunque, D¢ ¢ la trasformazione (che all’esempio 117 abbiamo chiamato \)
¢ — —¢'(0).

2.6.2 Operazioni e trasformata di Fourier

Studiamo ora le relazioni tra le operazioni introdotte in S’ e la trasformata di Fourier.
Calcoliamo prima di tutto
F(Tyl) .

Per definizione,

(F(Tul), 8) = (Tul, &) = (1, T_n) -

Ora,
b=t i) = [ ) dr = F(Myo)
con -
flz) = e~
Dunque,
F(Typl) = Myl

la moltiplicazione della distribuzione I per e,

Analogamente, la derivata di R,l si calcola da

(F(Bal), 6) = (1 Rujad) = (1 - F(Rad) = (aFul, )

F(Ryl) = %Rai .
Veniamo infine alla trasformata della derivata di una distribuzione:
(F(DI), ) = (DI, ) = (1, DY) = = (I, F(M_39))) = —(M_l, 6)

e quindi R
F(DI) = iwl .
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Osservazione 121 Si consideri la funzione di Heaviside u(t). La sua derivata e §
e quindi
1=46=1iwa

da cui sembra di poter dedurre 4 = % Si noti che questa & una scrittura sola-

mente formale, a cui non abbiamo attribuito alcun significato, perché 1/(iw) non e
integrabile.
Un calcolo diretto mostra che 4 ¢ quella distribuzione che a ¢ € S associa

+oo +o0o +00 .
(w) dw :/ / e "“o(x) dx] dw
0 0 —00
R +o00 . +o0 R .

— 1 —Wx d d — 1‘ —lWx d d

R VAT P et

—+00 1 _ e—iRl‘

li _ dz.
L ¢(x)dx

Cio mostra che ’azione di certe distribuzioni viene descritta mediante integrali di-
pendenti da parametri, e loro limiti. Noi non presentiamo questo aspetto del pro-
blema. Diciamo solamente che in questo modo si riesce a dare senso all’espressione
a=1/(iw). ¥

2.6.3 Convoluzione di distribuzioni

Il problema di estendere il concetto di convoluzione al caso delle distribuzioni e
piuttosto delicato, e ci limitiamo ad enunciare alcuni risultati. Consideriamo due
funzioni integrabili f e g. La loro convoluzione h = f x g identifica una distribuzione
regolare [y, la cui azione su ¢ € S &:

/ N
—0o0

/ N

— 0o

Per interpretare la formula precedente quando f e g sono sostituite da distribu-

zioni, € necessario considerare funzioni ¢ dipendenti da due variabili z ed y e, per

ogni valore di una di esse, per esempio ¥, applicare una distribuzione [ alla funzione

x — ¢(x,y). Per intendere che [ agisce sulla ¢ vista come funzione di x, scriveremo

l, invece di [.
Siano ora [ ed m due distribuzioni. Per definire il significato di [xm,
di [ e di m, dobbiamo spiegare come essa agisce su ciascuna funzione ¢ € S. Per

questo, scelta ¢ € S, consideriamo la funzione x — ¢(x + y), per ogni scelta di
y € IR, e consideriamo il numero

—+00 —+00

N f(s —y)p(s)ds| g(y) dy

/+°° (s —y)g(y) dy] o(s) ds = /

—0o0 —00

| i@ty a] s ay.

—00

{(ma, o(z +y))) -
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Si trova in questo modo una funzione

V(y) = (ma, (x +y))) -

Se accade che ¥ € S, allora puo definirsi

(&)

e per definizione porremo

(txm, o) = (L,¥) = {y, (ma, oz +y))) - (2.16)

Si noti che per poter utilizzare la definizione precedente abbiamo bisogno di piu
che non semplicemente ¢ € S: abbiamo bisogno che la funzione

¢(x) = P(y) = (ma, ¢(x +y))

sia continua da S in sé, in modo da avere

¢ — (I xm,¢)

continua su S.

Di conseguenza, la possibilita di definire la distribuzione [ * m dipende dalle
proprieta di m.

Le proprieta da imporre ad m sono suggerite da questo teorema, che non pro-
viamo.

Teorema 122 Sia | una distribuzione temperata. Fsiste una funzione continua
g(z) ed esistono numeri interi non negativi p e v tali che

l=D"g, ‘x|lin+100 |z|#g(x) = 0.

Le derivate che figurano nel teorema precedente sono nel senso delle distribuzioni;
e quindi, per esempio, Dg indica la derivata della distribuzione regolare [,.

Ossia
“+o0

(D"g,6) = (—1)" / (@)D" é(x) dz .

—00
Le funzioni g che crescono al pitt polinomialmente per |z| tendente ad oo si dicono

funzioni a crescita | lenta|.

Esempio 123 Consideriamo la distribuzione §. Si & gia visto che questa & la
derivata della funzione di Heaviside u(xz) =0 per x < 0, u(z) = 1 per z > 0.
Questa funzione non & continua. Sivede perd che u(z) € la derivata della funzione

{0 se <0

g(x) = r se x>0.

E quindi § ¢ derivata seconda di una funzione continua.
In modo analogo si vede che la derivata k—ma della § ¢ derivata (k + 1)-ma di

g. 1
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Questo teorema suggerisce di considerare le distribuzioni [ tali che per ogni
polinomio p(x) si possa scrivere

Pl =Y DFf, (2.17)
k=0

fir funzioni continue e limitate.
Il numero k e le funzioni f; dipendono dal polinomio p.

Le distribuzioni temperate con queste proprieta si chiamano | convolutori|.

Esempio 124 Sia u(z) la funzione di Heaviside. L’equazione

non ammette soluzione f(x) limitata e si potrebbe anche mostrare che nessuna
equazione del tipo (2.17), con | = u, ammette soluzioni f; continue e limitate.
Dunque, la funzione di Heaviside u(z) non & un convolutore.
Sia [ = DYg con g costante per |z| grande, diciamo g(z) = go per |z| > R.
Sostituendo g con g — go non si altera la distribuzione [, e si ha g(x) = 0 per |z| > R.
Consideriamo 'equazione

Df =xzl=zDg.

Si vede immediatamente che una soluzione limitata di quest’equazione e

(questa funzione ¢ limitata perche g(x) ¢ nulla per |z| > R).
Si puo anche vedere che ogni equazione (2.17) ammette soluzioni f; continue e
limitate; e dunque | = DYg, con g costante per |z| grande, ¢ un convolutore. 1

Le distribuzioni [ = DYg, con g costante per |z| grande si chiamano distribuzioni
a supporto :

Teorema 125 Ogni distribuzione a supporto compatto é un convolutore.

Dunque la ¢ di Dirach e le sue derivate, che sono distribuzioni a supporto compat-
to, sono convolutori. Si vede facilmente pero che esistono convolutori che non sono
distribuzioni a supporto compatto: tutti gli elementi di S sono infatti convolutori.

Sia ora m un convolutore e consideriamo

¥(y) = (me, oz +y))) - (2.18)

Si puo provare:
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Teorema 126 Se m é un convolutore allora la funzione ¥ (y) definita in (2.18) é
m S e la trasformazione che a ¢ associa ¥, da S in s€, é continua; e quindi la
convoluzione di l x m é definita (da (2.16)) per ognil € S'.

L’ipotesi che una delle due distribuzioni di cui si vuol calcolare la convoluzione
sia un convolutore & troppo restrittiva per molte applicazioni. Pero la convoluzione
puo definirsi anche in casi piu generali. Per esempio:

Teorema 127 La formula (2.16) definisce la convoluzione delle due distribuzioni
temperate | ed m anche nel caso in cui ambedue hanno supporto in [0,400).

Inoltre:

Teorema 128 Nelle ipotesi sia del teorema 126 che del teorema 127, 'operazione
di convoluzione gode delle sequenti proprieta:

o distributivita:
Ix(h+k)=Ilxh+I1xk,
(l+m)xh=Ilxh+mxh;
e associativita:

I (hxk)=(lxh)xk;

e commutativita:

hxk=Fkxh;
e regola di derivazione:

D(lx k)= (Dl)xk =1x(Dk);

e regola per la trasformata di Fourier:

F(lxh)=l(w)h(w);

o esistenza dell’identita rispetto alla convoluzione:

Oxh=nh.

L’ultima proprieta, ossia d * h = h, si interpreta dicendo che la delta di Dirac e I'i-
dentita rispetto alla convoluzione. L’Esempio 111 mostra che le identitd approssimate
approssimano la ¢ di Dirac, ossia approssimano l'identita rispetto alla convoluzione.
Si giustifica cosi il termine “identita approssimata”.

Notiamo esplicitamente:
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Esempio 129 Non tutte le funzioni di classe C*° e integrabili su IR sono dei
convolutori. Per esempio, la funzione

non & un convolutore perche ’equazione

p(x)g(z) = f'(z)

non ammette soluzione limitata se p(z) = 1 + z2.
Sono invece convolutori le funzioni g(z) = e 1%l e g(z) = e,

La formula (2.16) puo permettere di definire la convoluzione di due distribuzioni
anche in casi piu generali di quelli descritti dai teoremi 126 e 127. In tal caso pero
si possono incontrare fenomeni indesiderati, come mostra ’esempio seguente.

Esempio 130 Consideriamo le tre distribuzioni seguenti: [ & la distribuzione rego-
lare 1; la seconda distribuzione ¢ ¢’ mentre la terza ¢ la funzione di Heaviside u. Si
& gia visto che u non & un convolutore ed e facile vedere che nemmeno [ lo &. Cio
nonostante, per ¢ € S

+oo
W) = (s ) = [ da+ 9y
¢ in S e la trasformazione da ¢ in ¢ & continua. Dunque si puo calcolare

n(€) = (8'y, ¥y + ) = ¥'(€) = d(x).
E quindi si puo anche definire
@y = [ ole)de = (1.6).

Dunque,
I+ (8" xu)=1.

Anche (Ix¢") pud calcolarsi, dato che §’ ha supporto compatto e si vede facilmente
che
I8 =9.

Dunque,
(I*0)xu=0*u.

Calcoliamo esplicitamente & * u.
Ricordiamo che

+oo
D) = (ue, $(z +9)) = /0 b(z +y) dz
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cosl che
+o0
(0) =0 = [ ola)de = (u.6).
Si e quindi trovato § * u = u, ossia
(I8 )xu=u#l=101%(*u).

Dunque, in questo caso la proprieta associativa non vale. 1

2.7 1l caso delle funzioni di piu variabili

Abbiamo trattato la trasformata di Fourier per il caso delle funzioni che dipendono
da una sola variabile. In pratica e necessario lavorare anche con la trasformata di

Fourier di funzioni che dipendono da n variabili z1,... ,x,, n > 1. In questo caso la
trasformata di Fourier e la funzione ancora di n variabili &1 ,... ,&,. La trasformata
di Fourier di f(z1,...,2z,) €

fl&r, ..., &) :/ et tenlal 0 g dey L. day, .

Praticamente nessun cambiamento va fatto a cio che abbiamo visto per le fun-
zioni di una variabile, salvo che la formula per 'antitrasformata ¢ ora

1 iz £
Tl,eee Tp) = —— et +zntnl oo &) déy ... dE, .
f(@ n) G /]R" f& &) A&y &n
Naturalmente questa formula vale sotto ipotesi alquanto restrittive ma, esatta-
mente come nel caso delle funzioni di una sola variabile, essa si estende al caso delle

distribuzioni.

Infine raccogliamo gli esempi di trasformate di Fourier che abbiamo visto:

f(t) f(w)
et H%
X-7.1)(t) el
e—x2/2 me—uﬂ/?
etot 270,
sin ax —1m{0q — 0_a}
cos ax {00 + 0—a}
) 1
1 2o
u ¢ — Jo > o(w) dw




