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Sia f ∈ C2 (A) essendo A un qualunque campo di R
n. Il differenziale totale di f

è:

df =
n∑

k=1

∂f

∂xk

dxk (1)

df è noto anche come differenziale totale primo o del primo ordine.

Definizione. Dicesi differenziale totale del secondo ordine della funzione
f :

d2f = d (df)

tale che

df



x1, x2, ..., xn, dx1, dx2, ..., dxn
︸ ︷︷ ︸

costanti





In altri termini, il differenziale primo (1) risulta essere una funzione delle 2n
variabili:

(x1, x2, ..., xn, dx1, dx2, ..., dxn)

Il differenziale totale secondo viene determinato applicando l’operatore d e rite-
nendo costanti i differenziali dxk.

Dalla (1):

d2f =
n∑

k=1

∂ (df)

∂xk

dxk

=
n∑

k=1

∂

∂xk

(
n∑

h=1

∂f

∂xh

dxh

)

dxk

=
n∑

k=1

n∑

h=1

∂2f

∂xh∂xk

dxhdxk

Invertendo l’ordine delle sommatorie:

d2f =
n∑

h=1

n∑

k=1

∂2f

∂xh∂xk

dxhdxk (2)

Il procedimento può essere iterato; se f ∈ Cm (A) è possibile determinare il
differenziale totale di ordine m:

dmf =
n∑

k1=1

n∑

k2=1

...

n∑

km=1

∂mf

∂xk1
∂xk2

...∂xkm

dxk1
dxk2

...dxkm
(3)
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Le equazioni (2)-(3) sono facilmente riprodotte utilizzando l’algebra operatoriale.
Più precisamente definiamo un operatore differenziale:

d
.
=

n∑

k=1

∂

∂xk

dxk (4)

dove
.
= sta per “rappresentato da”. L’operatore d operando su una funzione f :

df =
n∑

k=1

∂f

∂xk

dxk,

che è il differenziale totale primo di f . Diremo che df è il risultato dell’applicazione
dell’operatore d sulla funzione f . Si osservi che d è lineare

∀f, g ∈ C1 (A) , ∀λ, µ ∈ R, d (λf + µg) = λdf + µdg

L’operatore di differenziazione totale del secondo ordine si ottiene prendendo il
quadrato della (4):

d2 .
=

(
n∑

k=1

∂

∂xk

dxk

)
2

Quindi:

d2f =

(
n∑

k=1

∂

∂xk

dxk

)
2

f

Ad esempio, nel caso di una funzione di due variabili f (x, y):

d
.
=

∂

∂x
dx +

∂

∂y
dy,

donde:

df =

(
∂

∂x
dx +

∂

∂y
dy

)

f

=
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

Passando al second’ordine:
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d2 .
=

(
∂

∂x
dx +

∂

∂y
dy

)
2

=
∂2

∂x2
dx2 + 2

∂2

∂x∂y
dxdy +

∂2

∂y2
dy2

d2f =
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2

Nel caso generale, assegnata f ∈ Cm (A):

dm .
=

(
n∑

k=1

∂

∂xk

dxk

)m

dmf =

(
n∑

k=1

∂

∂xk

dxk

)m

f
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