Derivazione di funzioni composte
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Consideriamo n > 2 funzioni reali z; (t), 22 (t), ..., z, (t) definite nell'intervallo
la,b] C R. Adottiamo le seguenti ipotesi:

1. Le funzioni zy, (t) sono derivabili in |[a, b].
2. Vt € la,b], Pz (t),x2(t),...,z, (t)] € A CR" | A& un campo.

3.3f:A—R|feC (A)

Le ipotesi 2 e 3 implicano 'esistenza della funzione composta:

F:la,b] — R (1)
t— flor(t), 20 (t),...;xn (t)], VtE [a,b]

Scriviamo:

F(t)=flea (), 22 (), wn (1)) (2)

Teorema 1. Nelle ipotesi 1,2,3, la funzione composta F' (t) ¢ derivabile, e la sua
derivata prima é

FI(t) = fay [0 (8) 22 (8) s ooy ()] ) (8) + Sy [0 (8) 22 () oo 0n ()] 2 (lf)ﬂ(L |
3
+ .+ fxn [1‘1 (t) y L2 <t> y oy I (t)] xiz (t)
Equivalente a:
AF _ Of de | Of dra  Of dv, Y
dt — Oxy dt ~ Oxy dt 7 Ox, di (

Proof. Per t € |a,b], consideriamo I'incremento At e i corrispondenti incrementi
delle n funzioni xy (t):

Axp =y (t+ At) —xp (1), conk=1,2,...,n
Da cio segue I'incremento di F (t):
AF = floy (t+ At) o (t+ At) ooy (E+ A — f 2y (£) 22 (8) ooy 2 ()] (5)
Per il teorema del differenziale totale:

AF =dF +o(p), (6)



essendo o (p) un infinitesimo di ordine superiore a p per p — 0, che puo essere
scritto come wp, essendo w un infinitesimo di ordine superiore a p. La (6) puo
essere scritta come:

AF = dF + wp

Dividendo per At:

AF &
N

k=1

Osserviamo che:

xi (t) & continua) = lim Az =0= lim p=0= lim w =0
At—0 At—0 At—0

. . . . A$k ’
xk (t) ¢ derivabile) = AI%IEO N (1),
per cui eseguendo nella (7) operazione di passaggio al limite per At — 0, si
ottiene la (3). O



