Variabile Complessa A.A. 2008-2009
Soluzioni del Foglio 2

2.1 Esercizio

Dimostrare che ] 1
§|ey —e Y| <|sinz| < §|ey +e7Y|

Soluzione. Combinando la definizione

eiz _ efiz

sinz = -
29
e la disuguaglianza triangolare
lwl = ¢l < Jw—=¢l < |wl+[¢] ¥V w,CeC

si trova 1 ,
e e < [sinz] < 3 [Jet*| + e
2 2
Dato che |e?*| = e™¥ e |e""| = e¥ si ha la disuguaglianza cercata.
Quindi
el
|sinz\~7 per y — £o0

cioe sin z ¢ illimitato in C.

2.2 Esercizio

Determinare |sin z|2.

Soluzione. Dalla definizione

e da

e” =e%e Y =e Y(cosx +isinz); e ¥ =e "e¥ =eY(cosx —isinx)

si trova
. eV—e¥ . eTV4e¥ | . .
sinz = cos 5 +isinx = sinx coshy 4 ¢ cos z sinh y
1
Quindi

2 z cosh? y 4 cos? zsinh? y = sin? & + sinh? .

|sin 2| = sin
Questa formula implica che

sinz =0 <= sinz =0;sinhy =0 < y=0c=km,k€Z < z=kn,kcZ.



2.3 Esercizio

Determinare insieme di definizione, insieme di continuita e campo di olomorfia
delle seguenti funzioni:

sinz—l—l' 1 ) 1 ) 1 ) 1
i4+32z  coshz+e*’ 14e* €% +4cosz’ e —e

Soluzione. Detti Iq.¢ I'insieme di definizione, I.on; l'insieme di continuita
e O il campo di olomorfia di f, risulta:

sinz + 1 .
16 =5 s =Lom=0=C—{o=~i/3}
1 o
f(Z) cosh z + &2 Idef = Icont —O—C_{ZZ— —log (\/§> +Z(§+kﬂ'), I{/’EZ}
1
f(z):1_|_ez : Idef:Icont:O:C_{lezi(Qk‘f'l)’lT,kGZ}
1 T
= ——--:0]" I :I = = —_ M = _— 1 Z
f(Z) 4% 1 cos 2 def cont 0 C {Z z (2 +k77) +1 Og\/g, ke }
1
f(z):ez_e: Idef:Icontzozc_{Z:Z:2k”ﬂ'i,kEZ}

2.4 Esercizio

Determinare tutti i valori di

2Log (1 —i); Log (V3 +1); Log (41); Log (4 — 4i); Log5.

Soluzione.
e z=1—i=|2[=V2 Argz=-T+2kr, k€Z argz=-TI.
Quindi

2Log (1 — i) = 2(log V2 + i(—% +2%km)) = log2 + i(—% Ydkr) ke Z;

2 log(l—1i)=1log2— zg determinazione principale.
Calcolando, invece

2 =(1-i)=-2i=|2|]=2; Argz?= —g+2k7r, kelZ; argz= —g

si trova -
Log (1 —i)* = log2 + i(—§ +2km), k€Z;

log(1 —4)? = log2 — zg determinazione principale.



e z=3+i=|z]=2; Argz =5 +2kn, ke€Z; argz=g.
Quindi

Log (V3 +1i) = Log z = log | 2| + iArg z = log 2 + z(% +2km), keZ;

log(x/g +i)=logz=1log2+ z% determinazione principale.

o x=4i=|z|=4; Argz=7T +2kr, keZ; argz=7.
Quindi
Log(4i)zlog4+i(g+2kw)7 ke Z;

log(44) =log4 + zg determinazione principale.

o z=4—4i=|z| = 4V2; Argz =5 +2kn, k€Z; argz=-—7.
Quindi

Log (4 — 4i) = log(4v/2) + i (—% + 2k7r) . kel
log(4 — 41) = log(4v/2) — z% determinazione principale.

e 2=5=|z2|=5; Argz=2kn, ke€Z; argz=0.

Quindi
Logbh =logh + i2kw, k€ Z;

Log5 = log 5 determinazione principale.

2.5 Esercizio

Determinare tutti i possibili valori che la potenza (—1)~% pud assumere al variare
della determinazione dell’argomento.

Soluzione. Per definizione si ha
(_1)—i _ e—iLog(—l)-
Dato che
Log (—1) =log 1+ iArg (—1) = i(m + 2km), kelZ

si ottiene
(=1)7t = e t2m - p e 7

La determinazione principale della potenza si ottiene scegliendo la determina-
zione principale del logaritmo. Quindi

log(—1) =darg(—1) =in = (—1)""' =¢€" determinazione principale.



2.6 Esercizio

Determinare il valore di arctan(2 — 7).

Soluzione. Le funzioni inverse della funzione tan z sono le seguenti:

1+1z
ST 2

1
Arctanz = ?Lo z # +i.
1

Si assume come principale, e si indica con arctan z, quella che corrisponde alla
determinazione principale del logaritmo cioe

1 1+
arctan z = — log + Z_z, z # +i.
24 1—1iz
Quindi
. 1 1+i(2—1) 1 .
arctan(2 =) = 5;log 55—y = 5; log(=1+1)

Dato che log(—1 + i) = log V2 + i37 si trova

3£—ilog\‘7§.

1
arctan(2 — i) = i(log V2 + Z§7T) =3
i

4

2.7 Esercizio

Determinare il campo di olomorfia delle seguenti funzioni:

1424
log z*; V22 —4; 14— 22 log( + ZZ);

1—2iz

. —
log (5— )5 V1+22 ,3/1+j+2; log(—1+ /1 + 23)

242

dove si ¢ scelta la determinazione principale del logaritmo e della radice.

Soluzione. Detti I4.¢ I'insieme di definizione, I.on: I'insieme di continuita
e O il campo di olomorfia di f, risulta:

o f(z)=logz*:
Tief = C—{2=0}; Iont =0 =C—{z:|Re(z)| = [Im(z)[}
o f(2)=V22—4:
Lie = €5 Ieone = C = {{z : Re(z) = 0} U {z : Im(2) = 0, |Re(2)| < 2}};

O=C—{{z:Re(2) =0} U{z:Im(z) =0, |Re(2)| <2}};



o fz)=1iv4—22:
Idef = C; Icont =C- {Z : Im(z) = 07 ‘Re(z)‘ > 2})

O =C —{z:Im(z) = 0; |Re(2)| > 2}.

o J(z) =log (122) -

L =C—{z= i%}; Lognt = O = C — {2 : Re(z) = 0, [Im(z)| > =}

N |

o J(z)=log (%) :
TLiey =C—{z==%2}; I.ont =0 =C—{z:Im(z) =0, |Re(z)| > 2}

o f(z)=V1+4+222:
1

Idef =C; Ieont =C— {Z : Re(z) =0, |Im(z)‘ > ﬁ}’
1
O =C—{z:Re(z) =0, [Im(z)| > ﬁ}

o« o) =1+
Lieg =C—{z=—i}: Lopt = C—{z:Re(z) = 0,—1 < Im(2) < 0};
O =C—{z:Re(z) =0,—1 < Im(z) <0}
o f(z) =log(—1+V1+23):

Studiamo inizialmente la funzione g(w) = log(—1 + /w). Si ha per la
g(w):

Ije =C—{w=1}; Ieont =0 =C — {w:Im(w) =0, Re(w) < 0}.
Quindi per la funzione log(—1 + m) si ottiene:

Ije; = C—{z=0}; Teont =0 =C — {z:Tm(1 + 2*) = 0, Re(1+ 2*) <0} =
=C—{{z:Re(z) <0,Im(z) = 0} U{z: Re(z) > 0,V3Re(z) = [Im(2)|}}



2.8 Esercizio

Calcolare, applicando la definizione,

/ zdz
+v

dove v ¢ la circonferenza di centro lorigine e raggio 2, percorsa nel verso
antiorario.

Soluzione. Usando la definizione di integrale curvilineo complesso si ha

b
fG = [ 02 Od 4y ={z= (), a<t<b).
+v a

In questo caso f(z) = z e +y = {z = 2¢*, 0 <t < 27}. Applicando la
definizione si ottiene 8.

2.9 Esercizio

Calcolare

/ idz
+y #

dove 4+ & costituita dalla semicirconferenza |z| = 1 con Imz > 0 e dal segmento
dell’asse x compreso tra —1 e 1, percorsa in verso antiorario.

Soluzione. Sia +v = v; U~y dove

y={z=¢" 0<t<n} semicirconferenza
vo={z=1t —-1<t<1} segmento (—1,0) — (1,0).
Si ha
™ ) 3mi 1 2
/ idz:i/ Sitgr == =——;
v z 0 3 3
- 1
y2 ? -1
Quindi

4
/ idz:/ idz—i—/ idz:f.
+v ? n v # 3

2.10 Esercizio

Calcolare



dove v & il triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (0,1) percorso nel verso antiorario.

Soluzione. Sia +v = v; Uyy U3 dove

m={z=t 0<t<1} segmento (0,0) — (1,0)

Yo={z=(1—-¢)+it, 0<t<1} segmento (1,0) — (0,1)

v3={z=i(l—t), 0<t<1} segmento (0,1) — (0,0)
Dato che (z — 2)? = (2iImz)? = —4Tm?z si ha

/ (z — 2)*dz =0 dato che z = Z su 71;
.

/VQ(Z_Z)Z‘Z'Z:‘4<—1+Z’>/1t2dt: S i)

/% (2= )2 dz = — 4(—i) /01(1 )2t = gz

Quindi

LW(Z_Z)QGZZ:/71<Z_2)2d2+/72(z_2)2d2+/73(z_z)2dz:3'



