
Variabile Complessa A.A. 2008-2009
Soluzioni del Foglio 2

2.1 Esercizio

Dimostrare che
1
2
|ey − e−y| ≤ | sin z| ≤ 1

2
|ey + e−y|

Soluzione. Combinando la definizione

sin z =
eiz − e−iz

2i

e la disuguaglianza triangolare

||w| − |ζ|| ≤ |w − ζ| ≤ |w|+ |ζ| ∀ w, ζ ∈ C

si trova
1
2

∣∣|eiz| − |e−iz|∣∣ ≤ | sin z| ≤ 1
2

∣∣|eiz|+ |e−iz|∣∣ .
Dato che |eiz| = e−y e |e−iy| = ey si ha la disuguaglianza cercata.

Quindi

| sin z| ∼ e|y|

2
per y → ±∞

cioè sin z è illimitato in C.

2.2 Esercizio

Determinare | sin z|2.

Soluzione. Dalla definizione

sin z =
eiz − e−iz

2i

e da

eiz = eixe−y = e−y(cosx+ i sinx); e−iz = e−ixey = ey(cosx− i sinx)

si trova

sin z = cosx
e−y − ey

2i
+ i sinx

e−y + ey

2i
= sinx cosh y + i cosx sinh y

Quindi

| sin z|2 = sin2 x cosh2 y + cos2 x sinh2 y = sin2 x+ sinh2 y.

Questa formula implica che

sin z = 0 ⇐⇒ sinx = 0; sinh y = 0 ⇐⇒ y = 0;x = kπ, k ∈ Z ⇐⇒ z = kπ, k ∈ Z.
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2.3 Esercizio

Determinare insieme di definizione, insieme di continuità e campo di olomorfia
delle seguenti funzioni:

sin z + 1
i+ 3z

;
1

cosh z + ez
;

1
1 + ez

;
1

eiz + cos z
;

1
ez − e

.

Soluzione. Detti Idef l’insieme di definizione, Icont l’insieme di continuità
e O il campo di olomorfia di f , risulta:

f(z) =
sin z + 1
i+ 3z

: Idef = Icont = O = C− {z = −i/3}

f(z) =
1

cosh z + ez
: Idef = Icont = O = C− {z : z = − log

(√
3
)

+ i(
π

2
+ kπ), k ∈ Z}

f(z) =
1

1 + ez
: Idef = Icont = O = C− {z : z = i(2k + 1)π, k ∈ Z}

f(z) =
1

eiz + cos z
: Idef = Icont = O = C− {z : z = (

π

2
+ kπ) + i log

√
3, k ∈ Z}

f(z) =
1

ez − e
: Idef = Icont = O = C− {z : z = 2 kπi, k ∈ Z}

2.4 Esercizio

Determinare tutti i valori di

2 Log (1− i); Log (
√

3 + i); Log (4 i); Log (4− 4i); Log 5.

Soluzione.

• z = 1− i⇒ |z| =
√

2; Arg z = −π4 + 2kπ, k ∈ Z; arg z = −π4 .
Quindi

2 Log (1− i) = 2(log
√

2 + i(−π
4

+ 2kπ)) = log 2 + i(−π
2

+ 4kπ) k ∈ Z;

2 log(1− i) = log 2− iπ
2

determinazione principale.

Calcolando, invece

z2 = (1−i)2 = −2i⇒ |z| = 2; Arg z2 = −π
2

+2kπ, k ∈ Z; arg z = −π
2

si trova
Log (1− i)2 = log 2 + i(−π

2
+ 2kπ), k ∈ Z;

log(1− i)2 = log 2− iπ
2

determinazione principale.
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• z =
√

3 + i⇒ |z| = 2; Arg z = π
6 + 2kπ, k ∈ Z; arg z = π

6 .

Quindi

Log (
√

3 + i) = Log z = log |z|+ iArg z = log 2 + i(
π

6
+ 2kπ), k ∈ Z;

log(
√

3 + i) = log z = log 2 + i
π

6
determinazione principale.

• z = 4 i⇒ |z| = 4; Arg z = π
2 + 2kπ, k ∈ Z; arg z = π

2 .

Quindi
Log (4 i) = log 4 + i

(π
2

+ 2kπ
)
, k ∈ Z;

log(4 i) = log 4 + i
π

2
determinazione principale.

• z = 4− 4i⇒ |z| = 4
√

2; Arg z = −π4 + 2kπ, k ∈ Z; arg z = −π4 .
Quindi

Log (4− 4i) = log(4
√

2) + i
(
−π

4
+ 2kπ

)
, k ∈ Z;

log(4− 4i) = log(4
√

2)− iπ
4

determinazione principale.

• z = 5⇒ |z| = 5; Arg z = 2kπ, k ∈ Z; arg z = 0.

Quindi
Log 5 = log 5 + i2kπ, k ∈ Z;

Log 5 = log 5 determinazione principale.

2.5 Esercizio

Determinare tutti i possibili valori che la potenza (−1)−i può assumere al variare
della determinazione dell’argomento.

Soluzione. Per definizione si ha

(−1)−i = e−iLog (−1).

Dato che

Log (−1) = log 1 + iArg (−1) = i(π + 2kπ), k ∈ Z

si ottiene
(−1)−i = e(π+2kπ), k ∈ Z.

La determinazione principale della potenza si ottiene scegliendo la determina-
zione principale del logaritmo. Quindi

log(−1) = i arg(−1) = iπ ⇒ (−1)−i = eπ determinazione principale.
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2.6 Esercizio

Determinare il valore di arctan(2− i).

Soluzione. Le funzioni inverse della funzione tan z sono le seguenti:

Arctan z =
1
2i

Log
1 + iz

1− iz
, z 6= ±i.

Si assume come principale, e si indica con arctan z, quella che corrisponde alla
determinazione principale del logaritmo cioè

arctan z =
1
2i

log
1 + iz

1− iz
, z 6= ±i.

Quindi

arctan(2− i) =
1
2i

log
1 + i(2− i)
1− i(2− i)

=
1
2i

log(−1 + i).

Dato che log(−1 + i) = log
√

2 + i 34π si trova

arctan(2− i) =
1
2i

(log
√

2 + i
3
4
π) =

3π
8
− i log 4

√
2.

2.7 Esercizio

Determinare il campo di olomorfia delle seguenti funzioni:

log z4;
√
z2 − 4; i

√
4− z2; log

(1 + 2iz
1− 2iz

)
;

log
(2− z

2 + z

)
;
√

1 + 2z2; 3

√
1 +

z − i
z + i

; log(−1 +
√

1 + z3)

dove si è scelta la determinazione principale del logaritmo e della radice.

Soluzione. Detti Idef l’insieme di definizione, Icont l’insieme di continuità
e O il campo di olomorfia di f , risulta:

• f(z) = log z4 :

Idef = C− {z = 0}; Icont = O = C− {z : |Re(z)| = |Im(z)|}

• f(z) =
√
z2 − 4 :

Idef = C; Icont = C− {{z : Re(z) = 0} ∪ {z : Im(z) = 0, |Re(z)| < 2}};

O = C− {{z : Re(z) = 0} ∪ {z : Im(z) = 0, |Re(z)| ≤ 2}};
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• f(z) = i
√

4− z2 :

Idef = C; Icont = C− {z : Im(z) = 0, |Re(z)| > 2};

O = C− {z : Im(z) = 0; |Re(z)| ≥ 2}.

• f(z) = log
(

1+2iz
1−2iz

)
:

Idef = C− {z = ± i
2
}; Icont = O = C− {z : Re(z) = 0, |Im(z)| ≥ 1

2
}

• f(z) = log
(

2−z
2+z

)
:

Idef = C− {z = ±2} ; Icont = O = C− {z : Im(z) = 0, |Re(z)| ≥ 2}

• f(z) =
√

1 + 2z2 :

Idef = C ; Icont = C− {z : Re(z) = 0, |Im(z)| > 1√
2
};

O = C− {z : Re(z) = 0, |Im(z)| ≥ 1√
2
}

• f(z) = 3

√
1 + z−i

z+i :

Idef = C− {z = −i} ; Icont = C− {z : Re(z) = 0,−1 ≤ Im(z) < 0};

O = C− {z : Re(z) = 0,−1 ≤ Im(z) ≤ 0}

• f(z) = log(−1 +
√

1 + z3) :

Studiamo inizialmente la funzione g(w) = log(−1 +
√
w). Si ha per la

g(w):

Idef = C− {w = 1}; Icont = O = C− {w : Im(w) = 0, Re(w) ≤ 0}.

Quindi per la funzione log(−1 +
√

1 + z3) si ottiene:

Idef = C− {z = 0}; Icont = O = C− {z : Im(1 + z3) = 0, Re(1 + z3) ≤ 0} =

= C− {{z : Re(z) ≤ 0, Im(z) = 0} ∪ {z : Re(z) ≥ 0,
√

3Re(z) = |Im(z)|}}
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2.8 Esercizio

Calcolare, applicando la definizione,∫
+γ

z̄ dz

dove γ è la circonferenza di centro l’origine e raggio 2, percorsa nel verso
antiorario.

Soluzione. Usando la definizione di integrale curvilineo complesso si ha∫
+γ

f(z) dz =
∫ b

a

f(z(t)) z′(t) dt, +γ = {z = z(t), a ≤ t ≤ b}.

In questo caso f(z) = z̄ e +γ = {z = 2 eit, 0 ≤ t ≤ 2π}. Applicando la
definizione si ottiene 8πi.

2.9 Esercizio

Calcolare ∫
+γ

z

z̄
dz

dove +γ è costituita dalla semicirconferenza |z| = 1 con Imz > 0 e dal segmento
dell’asse x compreso tra −1 e 1, percorsa in verso antiorario.

Soluzione. Sia +γ = γ1 ∪ γ2 dove

γ1 ={z = eit, 0 ≤ t ≤ π} semicirconferenza
γ2 ={z = t, −1 ≤ t ≤ 1} segmento (−1, 0)→ (1, 0).

Si ha ∫
γ1

z

z̄
dz =i

∫ π

0

e3it dt =
e3πi − 1

3
= −2

3
;∫

γ2

z

z̄
dz =

∫ 1

−1

dt = 2.

Quindi ∫
+γ

z

z̄
dz =

∫
γ1

z

z̄
dz +

∫
γ2

z

z̄
dz =

4
3
.

2.10 Esercizio

Calcolare ∫
+γ

(z − z̄)2 dz
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dove γ è il triangolo di vertici (0, 0), (1, 0) e (0, 1) percorso nel verso antiorario.

Soluzione. Sia +γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 dove

γ1 ={z = t, 0 ≤ t ≤ 1} segmento (0, 0)→ (1, 0)
γ2 ={z = (1− t) + it, 0 ≤ t ≤ 1} segmento (1, 0)→ (0, 1)
γ3 ={z = i(1− t), 0 ≤ t ≤ 1} segmento (0, 1)→ (0, 0)

Dato che (z − z̄)2 = (2 i Imz)2 = −4 Im2z si ha∫
γ1

(z − z̄)2 dz =0 dato che z = z̄ su γ1;∫
γ2

(z − z̄)2 dz =− 4(−1 + i)
∫ 1

0

t2dt =
4
3

(1− i);∫
γ3

(z − z̄)2 dz =− 4(−i)
∫ 1

0

(1− t)2dt =
4
3
i.

Quindi∫
+γ

(z − z̄)2 dz =
∫
γ1

(z − z̄)2 dz +
∫
γ2

(z − z̄)2 dz +
∫
γ3

(z − z̄)2 dz =
4
3
.

7


