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Calcolare l’integrale

F (x) =

∫

x2

√
x2 − x + 1

dx (1)

***

Soluzione
Tale integrale è del tipo:

∫

pn (x)
√

ax2 + bx + c
dx,

Quindi applichiamo la formula di riduzione (v. esercizio 839)

∫

pn (x)
√

ax2 + bx + c
dx = Xn−1 (x)

√
ax2 + bx + c + α

∫

dx
√

ax2 + bx + c
,

Nel caso dell’integrale assegnato:

∫

x2

√
x2 − x + 1

dx = (Ax + B)
√

x2 − x + 1 + α

∫

dx
√

x2 − x + 1

Derivando primo e secondo membro:

x2

√
x2 − x + 1

= A
√

x2 − x + 1 + (Ax + B)
2x − 1

2
√

x2 − x + 1
+

α
√

x2 − x + 1

=
1

2
√

x2 − x + 1

[

4Ax2 + (2B − 3A) x + (2A − B + 2α)
]

,

cioè:

2x2 = 4Ax2 + (2B − 3A) x + (2A − B + 2α)

Per il principio di identità dei polinomi:







4A = 2
2B − 3A = 0

2A − B + 2α = 0
,

da cui:

A =
1

2
, B =

3

4
, α = −

1

8

Quindi:

X1 (x) =
x

2
+

3

4
=

1

4
(2x + 3)

1



Perciò:

∫

x2

√
x2 − x + 1

dx =
1

4
(2x + 3)

√
x2 − x + 1 −

1

8

∫

dx
√

x2 − x + 1
(2)

L’integrale a secondo membro si calcola con i metodi degli integrali contenenti un trinomio
di secondo grado. Precisamente:

x2 − x + 1 = (x + k)2 + l = x2 + 2kx + k2 + l

=⇒

{

2k = −1
l + k2 = 1

=⇒ k = −
1

2
, l =

3

4
,

onde:

x2 − x + 1 =
3

4

[

(

2x − 1
√

3

)2

+ 1

]

=⇒

∫

dx
√

x2 − x + 1
=

∫ d
(

2x−1
√

3

)

√

(

2x−1
√

3

)2

+ 1

dx

Ricordiamo che:

∫

dt
√

t2 + 1
= ln

(

t +
√

t2 + 1
)

+ C1

Ponendo t = 2x−1
√

3
segue:

∫

dx
√

x2 − x + 1
= ln





2x − 1
√

3
+

√

(

2x − 1
√

3

)2

+ 1



 + C1

= ln

(

2x − 1
√

3
+

2
√

3

√
x2 − x + 1

)

+ C1

= ln
(

2x − 1 + 2
√

x2 − x + 1
)

+ C1 − ln
√

3

Sostituendo nella (2) ed incorporando C1 − ln
√

3 nella costante di integrazione C:

∫

x2

√
x2 − x + 1

dx =
1

4
(2x + 3)

√
x2 − x + 1 −

1

8
ln

(

2x − 1 + 2
√

x2 − x + 1
)

+ C

2


