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Calcolare il seguente integrale utilizzando il metodo di Ostrogradskij
dx
Fx)= | —— 1
@)= ()
k%

Soluzione
Ricordiamo la formula di riduzione di Ostrogradskij:

/wdx_X(m)+/Y($)dx (2)

¢(z) " () ¢ (7)
Nella (2) ¢ (x) ¢ il massimo comune denominatore di ¢ (x) e ¢’ (z), mentre:

Le funzioni X (x), Y (z) sono polinomi a coefficienti indeterminati e di grado inferiori di una
unita rispetto a q; (x) e g (x) rispettivamente.
Nel nostro caso é:

Quindi:

p@)=2"-1= X (2)=A2* + B2* +Cox + D
p@)=2'~-1=Y(@)=FE2*+ F2* +Gr + H

La (2) si scrive:

/ dx _Ax3+B:E2—I—C:E+D+ E*+ Fe?+Gr+ H
(zt —1)* zt -1 xt—1

Derivando primo e secondo membro della (3):

1 (3A2% +2Bx + C) (z* — 1) — 423 (Az® + Ba? + Cz + D)
<x4 o 1)2 = (334 . 1)2 + (4)
+Ex3+F:v2—|—Gx+H
xt—1
p1 () Ex? + Fo? + Gr + H

(2t —1)? -1

_pi(@)+ Ex" + Fa®+Ga® + Ha' — Ex® — Fa? — Ge — H
(o= 1) |



essendo:

1 () =) (342% 4+ 2Bz + C) (2" — 1) — 42° (A2® 4+ Ba® 4+ Cz + D)

= 3A2% + 2Bz + Ca* — 3A2% — 2Bx — C — 4A2® — 4B2® — 4Cx* — 4D2?
= —Az% — 2B2® — 3C2* — 4D2® — 3A2* — 2Bz — C,

che sostituita in (4) fornisce:

i Ex" + (-A+ F)2®+ (—2B+ G)2°+

4+ (=3C + H)a* (—=4D — E)2* (-3A — F+)2® + (2B - G)z + (-C — H),

l=FEx"+(-A+F)2® + (2B + G) 2°+
+(=3C + H)z* (—4D — E)2* (-3A — F+)2® + (—2B - G)z + (-C — H)

Per il principio di identita dei polinomi:

da cui otteniamo:

A=F=F=D=B=G=0

H =3C 1 3
{C+H:—1 —C=—pf==]

Sostituendo nella (3) i valori dei coefficienti cosi trovati:

/ﬁ:_4(xf—1)+/$4df1 (5)

Dobbiamo percio calcolare
/ dx
xt—1

Risulta:



[ 1 e b +ca:+d
-1 (z—-1(x+1)(2?2+1) z—-1 z+1 z22+1
a4+ )@+ 1) 4+b(x—1)(@*+ 1)+ (cx +d) (2 — 1)
B (x—=1)(x+1)(x2+1)
_(at+b+o)+(a—b+d)a*+(a+b—c)z+ (a—b—d)
(x—=1)(x+1)(22+1)

Cioe:

l=(a+b+c)®+(a—b+d)z*+(a+b—c)z+ (a—b—d)
Per il principio di identita dei polinomi, i coefficienti a, b, ¢, d devono soddisfare il sistema

lineare:

a+b+c+0=0
a—b+04+d=0
a+b—c+0=0"
a—b+0—-—d=1

che risulta essere un sistema di Cramer, la cui soluzione e:

Quindi (omettiamo la costante di integrazione)

/ @ o1 = Y1) - Lart
=-Injz—1]—-Inz — —arctanzx
-1 4 4 2
1. jz—1 1 ;
=-In — —arctan
10| 7| 3 &ctans,
che sostituita nella (5) fornisce il risultato:
/ dz 3 ; 3l r—1 x L C
————— = —arctanz — — In -
(x4 —1)> 8 16 |z+1] 4(z*—-1)




