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Consideriamo lo spazio vettoriale Mg (n x n) (insieme delle matrici quadrate di ordine n).
Dire quale tra i seguenti suoi sottoinsiemi sono sottospazi vettoriali:

HR(nxn) {A e Mg (nxn): A e simmetrica}
Hiy(nxn)={AeMg(nxn): AX = XA}, con X € Mg (n x n)
Jr(nxn)={AeMg(nxn): detA=0}
Jp(nxn)={AeMp(nxn): A>=0}
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Soluzione
VA = (a;;),B = (bi;) € Hrg(nxn), A+ B = (¢;j = a;; + bjj) = (A,B simmetriche) =
(Cji = Qj; + bji>, quindi:

VA,BeHg (nxn), (A+ B) € Hg (n x n) (1)
Inoltre: VA € R, VA = (a;;) € Hr (n x n), (M) = (Aa;;) = (Aaj;), percio:
VAeR, VA€ Hg (nxn), (M) € Hg(n x n) (2)

Le (1)-(2) implicano che Hg (n X n) & un sottospazio vettoriale di Mg (n X n).

L’insieme Hf (n x n) ¢ 'insieme delle matrici di Mg (n x n) che commutano con un’assegnata
matrice X € Mg (n x n).

Risulta: VA, B € Hg (n xn), (A+B)X = AX +BX = XA+ XB = X (A+ B), donde:

VA BeHy(nxn),(A+B)X=X(A+B)= (A+B)eVA,BeHy(nxn) (3)
Inoltre: YA € R, VA € H (n x n), (AA) X = A(AX) = A (XA) = (AX) A= X (AA), donde:
VA € R,VA € Hy (n x n), (M) X = X (M) = (AA) € H, (n x n) (4)

Le (3)-(3) implicano che Hf (n x n) ¢ un sottospazio vettoriale di Mg (n x n).
L’insieme Jg (n x n) ¢ U'insieme delle matici di Mg (n x n) a determinante nullo. Risulta:

(JA,Be Jr(nxn): det (A+ B) #det A+det B=0) = (A+ B) ¢ Jr(n x n),

donde Jg (n x n) non ¢ un sottospazio di Mg (n x n).
L’insieme Jg (n x n) € I'insieme delle matici di Mg (n x n) idempotenti. Risulta:

VA,B e Jy(nxn), (A+B)>= A%+ AB + BA + B?
Evidentemente:
3A,Be Jy(nxn), (A+ B)’=A*+B*+AB+BA# (A+B)> = (A+B) ¢ Ji(nxn),

donde Jg (n x n) non & un sottospazio di Mg (n x n).



