Esempi di funzioni

1 Potenze ed esponenziali

Sex € R en e N allora definiamo

=x-xr-...-x
——

n volte

e, per convenzione, 2’ = 1. Se n € Z allora definiamo

" sen >0
n_ 1
r — sen <0

T

ot Jx sex >0
—{/—x sex <0en e dispari
Si noti che se n e pari e a < 0 allora I'equazione x™ = a non ha soluzione in
R; inoltre, se z < 0 allora vz2 # x: ad esempio \/(—1)2 =1 =1%# —1.

Se g € Q e x € RT allora definiamo

n

21 = {Jax™

dove ¢ = m/n & una rappresentazione del numero razionale ¢ come frazione.
Per x < 0 la definizione precedente ha senso solo Se n, m € Z sono coprimi
(cioé non hanno fattori in comune); ad esempio

(~8)/° = /(8] = ¥6i =2
che dovrebbe essere uguale a ( Y —8)2 che non esiste. Invece si ha
(—8)% = V=8 = -2
Nel caso generale si definisce, per z > 0e a € R

z% = lim z™
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dove (g,) € una successione di razionali il cui limite & a.
La funzione R — R che ad x associa z® si dice potenza di esponente «,
mentre la funzione R — R che ad z associa a” si dice esponenziale di base a.
Per quanto detto in precedenza, la funzione potenza x — x® ha come
dominio Rt (numeri positivi) se a € R, oppure ha come dominio R se a € Z.
La funzione esponenziale z — a® ha come dominio R.

’Proprieté delle potenze‘ Ser,ye Rt ea,beR:

o 17=1
0a’=1

o 10+tb — pagh

o 2% = (%)

o (o) =ty
ox_“:E
erx>1l,a>0=2*>1
er >l a<0=2<1
erx<l,a>0=2z2<1
er<l,a<0=2*>1
erx>1,a<b= 2%<ab
erx<l,a<b= 2%>ab
er<y,a>0=z2*<y*
o<y a<0=z*>y"
ox#l,xa:xbiazb

2 Polinomi e funzioni razionali

Se fi(x), fa(z), ..., fn(x) sono funzioni qualsiasi e ay,as, ..., a, sono numeri
allora la funzione

F(r) = Zaifi(x) = ay fi(7) + agfa(z) + -+ + anfu(z)

si dice combinazione lineare delle fi(z), fo(x), ..., fu(z) a coefficienti in aq, ag, ..., ay,.
Un caso interessante si ha se f;(z) = 2": allora la combinazione lineare si
dice polinomio e aq,as, ..., a, si dicono i coefficienti del polinomio.
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Ad esempio sono polinomi le funzioni seguenti (si noti che alcuni, o tutti,
dei coefficienti ay, as, ..., a,, possono essere nulli):

1 1 1 1
2 3 2 100
-1 ——=2x4+-2—-xz+-, -, -1, 0
2 3 4 + 5
Il grado di un polinomio e il massimo esponente di una potenza della x che
figura nel polinomio con un coefficiente non nullo.
NB: due polinomi sono uguali se e solo se hanno lo stesso grado e gli stessi
coefficienti relativi alle stesse potenze della x, cioe

n m
E a;x’ = E bjx) <= n=m, ap =by, a1 =0by, -+, a, = b,

i=0 §=0

Un polinomio e una funzione che come dominio ha tutto R; rammentiamo
alcune proprieta notevoli dei polinomi.

Se P(x) é un polinomio allora esiste un numero a € R tale che P(a) =0 se
e solo se esiste un polinomio Q(x) tale che P(x) = (z — a)Q(x).

In altri termini: risolvere I’equazione P(x) = 0 equivale a scomporre P(z)
come prodotto di polinomi di grado inferiore a quello di P(z). Ad esempio
se P(x) = 23 — 1 allora P(1) = 0, ed infatti P(z) = (x — 1)(2* + = + 1);
il polinomio P(z) = z? + 1 non si annulla mai, e quindi non ¢ possibile
fattorizzarlo in prodotto di polinomi di grado piu piccolo.

FEsistono al piv. n numeri distinti rq, ...,y tali che P(r;) =0, sen é il grado
del polinomio P(x).

Un numero r tale che P(r) = 0 si dice radice o zero del polinomio.
Un polinomio di grado dispari possiede sempre almeno una radice.

Per risolvere 'equazione P(z) = 0 esistono per n = 1,2,3,4 (grado del
polinomio) delle formule classiche che combinano i coefficienti del polinomio
con somme, prodotti e radici.

Una funzione razionale € una funzione esprimibile come il quoziente di
due polinomi

ap + a1x + axr® + - + a, "
R(z) =

by + bix + byx? + - -+ + b, ™
Una tale funzione ha come dominio R\ {ry,...,7,} dove rq,...,r,, sono le
radici del polinomio a denominatore.
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3 Logaritmi

Se y,b € RT e b # 1 allora 'equazione b* = y ha una sola soluzione che si
dice il logaritmo in base b di y, e si denota con log, y.

Proprieta dei logaritmi‘ Se z,y,a,be RT, a € R, a#1eb#1 allora

o log,1=0
e log,a=1
° alogax =

e log, xy = log, z + log, vy
1

e log,— = —log, =
x
x

i loga - = loga T — loga Y
Y

e log, 2% = alog, x

o log,r = = —log1 x
log,. a a

o log, 7 = 287
log, a

e <y ,a>1=log,r <log,y
o <y,a<l=log,zr>log,y

4 Esercizi

Calcolare i seguenti numeri reali:
) ves 2) (=25 3) V(-2
1
4) Y(-40)-25  5)log27 6 log,
7) log 1 5 8) logys 5 + logys 125

[le risposte sono sulla pagina seguente]
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