
Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriax7 Funzioni di due variabili: limiti, 
ontinuit�a , derivabilit�a , dif{ferenziabilit�a , punti 
riti
i vin
olati e non vin
olatiPer le de�nizioni e teoremi si fa riferimento ad uno qualsiasi dei libri M.Berts
h - R.Dal PassoLezioni di Analisi Matemati
a, I edizione settembre 1996, ARACNE EDITRICE, via Ra�aeleGarofalo, 133 A/B 00173 Roma tel.0672672233/22, M.Berts
h - R.Dal Passo Elementi di A-nalisi Matemati
a, I edizione ottobre 2001, ARACNE EDITRICEIl simbolo Es: signi�
a la presenza di una o pi�u domande a 
ui an
ora non si �e data una rispostao per motivi di tempo o per
h�e non si �e rius
iti nell'intento1.7 Studiare la 
ontinuit�a delle seguenti funzioni laddove sono de�nite e studiare l'esistenzadel limite in tutti i punti di R2 dove �e de�nibile(1:7)1) f(x; y) = sin(x2y); f(x; y) = log(x2 + y2); f(x; y) = sin(e xy )2) Sia xo 2 _R2nR2 : Si di
a quale delle seguenti due a�ermazioni �e vera (eventualmente tutte edue):E = fx 2 R2 j x > a; y > a; a > 0g x2y:E ! R limx!xo x2y = +1E = fx 2 R2 j x > 0; y > 0g x2y:E ! R limx!xo x2y = +12.7 { Parte prima { Studiare la 
ontinuit�a, derivabilit�a e di�erenziabilit�a delle seguenti funzionif1(x) = 8<: xyx2 + y2 x 6= 00 x = 0 f2(x) = 8<: xypx2 + y2 x 6= 00 x = 0 f3(x) = 8<: x2y2x2 + y4 x 6= 00 x = 0f4(x) = 8<: xy3x2 + y4 x 6= 00 x = 0 f5(x) = 8<: xy2x2 + y4 x 6= 00 f6(x) = 8><>: 1 se jyj � x21 se y = 00 altrimentif7(x) = 8<: x3y2x4 + y4 x 6= 00 x = 0 f8(x) = 8><>: sin2(x+ sin y)(x2 + y2)� x 6= 00 x = 0f9(x) = 8><>: x4 + y4 + xy(y4 + 3x4)� x 6= 00 x = 0 f10(x) = 8><>: x4 � y2 � x2y(y2 + x2)� x 6= 00 x = 0f11(x) = 8><>: (3x2 + sin4 y)�(4y2 + x2) x 6= 00 x = 0 f12(x) = 8><>: ar
tan(x sin4 y)(ex4+y4 � 1) x 6= 00 x = 0{ Parte se
onda { Per f1 ed f2 si di
a quale dei seguenti limiti esiste:limx!xo f(x) = +1 
on xo 2 ( _R2nR2 ) \ Ei i = 1; 2; 3; 4E1 = fx 2 R2 : x > 0; y > 0g; E2 = fx 2 R2 : x > a; y > a; a > 0g; E3 = fx 2 R2 : y >110x; y < 10x; x > 0g; E4 = fx 2 R2 : y > 110x; y < 10x; x > a; a > 0g;(1:7) Appli
are la de�nizione (7.2) di pag.292. Per le de�nizioni di Rn; R�, R. , si veda il 
apitolo 3 del libro di testo1=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria3.7*** Al variare di � nei reali si trovi il dominio ed i punti in 
ui la funzione seguenteammette limite (an
he +1 oppure �1): f(x) = x
os2 xy + sin2 �xy4.7 Determinare i punti di 
ontinuit�a delle seguenti funzioni (f10 �e da svolgersi dopo averestudiato gli integrali). f4 �e dovuta a H.A. S
hwarz in un lavoro del 1873. f11 �e dovuta a G.Peanoin un lavoro del 1884. Tutte e due le funzioni servono da esempi per 
ui �2f(0)�x�y 6= �2f(0)�y�xf1(x) = 8<: sinxyy y > 01 y � 0 f2(x) = 8<: sin(xy)x x 6= 0y x = 0 f3(x) = 8><>: 1� exy22y2 y > 0� x=2 y � 0f4(x) = 8<:x2 ar
tan yx � y2 ar
tan xy x 6= (0; y) ^ (x; 0)0 x = (0; y) _ (x; 0) f5(x) = 8<: x2 + y2y � x y 6= x0 y = xf6(x) = ( ye�y=x2 se y � 0; x 6= 00 altrimenti f7(x) = ( e�(1�x2�y2)�1 x2 + y2 < 10 x2 + y2 � 1f8(x) = ( e�(1�x2�3y2)�1 x2 + 3y2 < 10 x2 + 3y2 � 1 f9(x) = (x3 + 2y2 se y2 � x3x3 + y4 se y2 > x3f10(x) = Z yx dz sin 1z f11(x) = 8<:xyx2 � y2x2 + y2 se x 6= 00 se x = 05.7 Data la funzione f :R2 ! Rf(x) = 8><>: (jxj+ jyj2�) 1�s1 + jxyjpx2 + y2! y 6= 00 y = 0Stabilire se le derivate parziali sono 
ontinue in R2 e 
al
olare la derivata direzionale Dvf(0; 0)dove v = ( 1p2 ; 1p2 ); stabilire per quali valori del parametro reale � essa �e 
ontinua, derivabile,di�erenziabile in (0; 0):6.7 1) Data la funzione f(x) = 2x2 � xy + y2 e v� = (
os�; sin�): Determinare la derivatadirezionale Dv�f(�1; 2): Per quale v� �e minimaDv�f(�1; 2) ? Dis
utere la 
onvessit�a di g(x) =2x2 � �xy + y2 al variare di � 2 R:2) Studiare i punti 
riti
i della funzione f(x; y) = (x+ y)2 � x4 � y47.7 Per la funzione di due variabili f(x) = x�y� + 2x si:i) trovi il piano tangente nel punto (1; 1)ii) determini la 
onvessit�a in un intorno di (1; 1) al variare di � < 0 e � < 0iii) determini per quali valori reali di � e � (� + � = 1 
ompreso) esiste un intorno U di (1; 1)tale 
he f(x) < ax+ by + 
 per x 2 Un(1; 1):8.7 Data la funzione f(x) = �xye�x2+y: i) Dimostrare usando la de�nizione 
he �e 
ontinuanel punto (1; 1) ii) Determinare eventuali punti 
riti
i e studiarne la natura iii) Determinarel'equazione del piano tangente nel punto di 
oordinate (1;�1; e�2) iv) Determinare il polinomiodi Ma
Laurin di grado 31=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria9.7 Siano dati n numeri distinti x1; : : : ; xn ed altri n numeri y1; : : : ; yn (non ne
essariamentedistinti). In generale non �e possibile trovare una retta f(x) = ax + b 
he passi per tutti ipunti ossia tale 
he f(xi) = yi per ogni i: Si pu�o 
omunque trovare una retta 
he rende minimo\l'errore quadrati
o totale" E(a; b) =Pni (f(xi)�yi)2: Interpretando E 
ome funzione delle duevariabili a e b determinare tali valori aÆn
h�e 
i�o a

ada.10.7 Sia data la funzione f(x) = 3x4 � 4x2y + y2. Dimostrare 
he su ogni retta y = mx larestrizione f(x;mx) ha un minimo in x = 0 ma (0; 0) ma non �e un minimo per f(x; y): Disegnareuna �gura 
he indi
hi l'insieme dei punti (x; y) in 
ui f(x) > 0 e f(x) < 0: Tale esempio �e dovutoa G.Peano in un lavoro del 1884. Gli autori del libro E.Hairer, G.Warner Analysis by its HistorySpringer Eds. 1995, a pag. 329 riportano 
he Peano s
risse quest'esempio per 
orreggere unerrore 
ontenuto nel libro di Serret del 1868 (Cours de 
al
ul di�erentiel et integral ). Di
onoan
he, riportando opinioni di Peano stesso, 
he questa 
ome altre 
orrezioni del lavoro dei pi�ugrandi matemati
i fran
esi, dovuta ad uno \s
onos
iuto italiano di 25 anni", non fu feli
ementea

olta;11.7 Determinare gli estremi relativi ed assoluti e i punti a sella della funzione f(x):R2 ! Rf(x; y) = xy(1� x2 � y2) nel quadrato Q = fx 2 R2: jxj � 1; jyj � 1g12.7 Delle funzioni 
he seguono individuare e 
lassi�
are i punti stazionari qualora vi sianof1(x) = 2x2�xy�3y2�3x+7y; f2(x) = x3+y3�3x�3xy; f3(x) = (5x+7y�25)e�(x2+xy+y2);f4(x) = x� 2y + logpx2 + y2 + 3ar
tan yx ; x > 0; f5(x) = x2y2 + y4 + x4 + y5 + 2713.7 Sia data la funzione f(x; y) = ( � 2x2 + 3xy � 2y2 se y � x � 02y2 + 5x� 2x2 se y � x < 0i)Dis
utere la 
ontinuit�a di f ii)Trovare l'equazione del piano tangente al gra�
o di f nelpunto (�2;�1; f(�2;�1)): iii) Esiste il piano tangente nel punto (0; 0; 0; )? iv) Dis
uterela 
onvessit�a della funzione negli insiemi A = f(x; y): y � x > 0g; B = f(x; y): y � x < 0g14.7 Sia data al funzione f(x; y) = (x+ y3 se x � y3x2 + y6 se x > y3i)Dis
utere la 
ontinuit�a, derivabilit�a, di�erenziabilit�a di f ii) Esiste il piano tangente nelpunto (0; 0; 0; )? iii) Dis
utere la 
onvessit�a della funzione negli insiemi A = f(x; y)j y3�x >0g; B = f(x; y)j y3 � x < 0g15.7 Risolvere l'eser
izio 2.1.4 nel 
aso di n = 3 
on le te
ni
he usate in questa sezione e
onstatando 
ome la soluzione sia 
ertamente pi�u immediata di quanto non sia la soluzione\induttiva"16.7** Sia data una funzione di due variabili per la quale sono veri�
ate le seguenti tre ipotesi:1) limx!xo f(x) = l (non �e detto 
he l = f(xo); l'uguaglianza si ha se �e 
ontinua), 2) esistelimx!xo f(x; y) per jy�yoj < r per un qual
he r positivo, 3) limy!yo f(x; y) per jx�xoj < r:Rispondere alle seguenti domandei) Dimostrare 
he 
on le ipotesi 1) e 2) si ha limy!yo limx!xo f(x; y) = l e 
he 
on le ipotesi1) e 3) si ha limx!xo limy!yo f(x; y) = lii) Trovare un esempio di funzione per 
ui vale l'ipotesi 1) ma la tesi non sussiste (non veri�
aquindi almeno una delle ipotesi 2) oppure 3)).iii) Dimostrare o 
onfutare la tesi se
ondo 
ui se f �e 
ontinua in xo (e quindi l = f(xo)) allora1=di
embre=2008; Es
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegnerial'ipotesi 1) �e suÆ
iente per avere limy!yo limx!xo f(x; y) = f(xo) e limx!xo limy!yo f(x; y) =f(xo)Sulla stessa falsariga dare degli esempi di funzioni per 
ui1) esistono due soli dei seguenti tre limiti:limx!0 limy!0 f(x; y); limy!0 limx!0 f(x; y); limx!0 f(x):2) esiste uno solo dei pre
edenti tre limiti3) esistono i limiti: limx!0 limy!0 f(x; y); limy!0 limx!0 f(x; y); e sono diversi4) esiste limx!0 f(x) = g(y) uniformemente in y; esiste limy!0 f(x) = h(x) uniformemente inx; limy!0 g(y) = limx!0 h(x) ma limx!0 f(x) non esiste.17.7 Sia data la funzione f :B(0; r)! R; f(0) = 0; dove B(0; r) = fx 2 Rn : kxk < rg: SiaA�;� = fx 2 B(0;R) : x = �t; y = �t; t 2 Rg � 2 R; � 2 R Sappiamo 
he 8 A�;� 9 C�;� >0 : x 2 C�;� ) jf(x)j � C�;�kxk: Si dimostri ovvero si dia un 
ontroesempio del fatto
he la funzione �e 
ontinua nell'origine. La 
ondizione data si pu�o riassumere di
endo 
he f �eLips
hitziana su ogni segmento passante per l'origine e 
ontenuto in B(0;R)18.7 Si studi l'andamento del gra�
o della funzione f(x; y) = 3xy � x3 � y3 in relazione allapresenza di massimi, minimi, 
on
avit�a e 
onvessit�a .19.7 Si 
onsideri la funzione dell'eser
izio 10.7 e si dis
uta 
on
avit�a e 
onvessit�a .20.7 Si 
onsideri la funzione dell'eser
izio 11.7 e si dis
uta 
on
avit�a e 
onvessit�a .21.7 Si 
onsideri la funzione dell'eser
izio 14.7 e si dis
uta il 
omportamento della funzionenei 
asi in 
ui almeno uno degli autovalori �e nullo.22.7 Si diano tre esempi di funzioni di�erenziabili tutte le volte 
he si vuole f :R2 ! R e 
hesoddis�no rispettivamente le 
ondizioni1) ha due massimi e nessun minimo.2) ha due soli punti 
riti
i e sono entrambi selle3) ha in�niti massimi e nessun minimo23.7 Fa
endo riferimento al Teorema 2.5 pag. 98 del libro \C.D.Pagani, S.Salsa: ANALISIMATEMATICA, Volume 2, Masson editore" 
he qui riportiamoTeorema Siano f; g:X ! R; oX� Rn di 
lasse C2: Se la forma quadrati
aPni;j=1[fxixj (xo)��ogxixj (xo)℄hihj = (h;H(xo)h); ristretta all'insieme dei vettori h tangenzialial vin
olo in xo ossia (�g(xo); h) = 0 �e de�nita negativa (positiva) allora xo �e punto di massimo(minimo) forte vin
olato.Si intende 
hiaramente 
he xo �e punto 
riti
o vin
olato(2:7)Si stabilis
a la natura degli estremi presenti negli eser
izi:1) 3.8 pag.82 del libro: R.Ferretti, T.Isola, G.Tarantello: ANALISI MATEMATCA 2, Eser
izi,ARACNE EDITRICE"2) 18 pag.121 del libro S.Salsa, A.Squellati: ESERCIZI DI ANALISI MATEMATICA 2, PartePrima, Funzioni di pi�u variabili e ottimizzazione Serie numeri
he e di funzioni, editore Zani
helli.24.7 Sulla 
urva di equazione y = x2; z = x2 nello spazio R3 trovare il punto xo = (xo; yo; zo)pi�u vi
ino al punto (0; 0; 1):(2:7) L'origine di tale teorema risiede nella me

ani
a dei sistemi vin
olati1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria25.7 In riferimento all'eser
izio di pag. 96{97 del libro \C.D.Pagani, S.Salsa: ANALISI MA-TEMATICA, Volume 2, Masson editore" si dimostri 
he 
orrispondentemente all'autovalore �2si ha una sella.26.7 Si 
onsideri l'eser
izio 11.7 e si studino gli estremi sulla 
urva di equazione in 
oordinatepolari � = e�� � � 027.7*** Si dimostri il Teorema 7.7 del libro di testoSia f :A! R 
onvessa nell'insieme aperto e 
onvesso A = oA� Rni) f �e 
ontinua in A ed ammette derivate parziali destre e sinistre in Aii) se f �e derivabile �e di�erenziabile28.7 Determinare il massimo ed il minimo della funzione f(x; y) = xy dove (x; y) appartienealla proiezione sul piano della 
urva data dall'intersezione della sfera x2 + y2 + z2 = a2 
on ilpiano x+ y + z = 029.7 Si determinino i punti appartenenti alle super�
i di equazione x2 + y2 + z2 = 2 e x2 +y2 � z = 0 per 
ui �e massima e minima la somma delle 
oordinate del punto.30.7 Stabilire la natura dei punti 
riti
i e studiare la 
on
avit�a della funzione f(x; y) = x22 (x22 �1) + y2 � y(x2 � 1)31.7 �E data la funzione di una variabile f(x): Dimostrare 
he l'essere derivabile in xo �e equi-valente ad una delle seguenti 
ondizioni: 1) lim(h;k)!(0;0) f(xo+h)�f(xo�k)h+k = f 0(x); h � 0; k � 0h+ k > 0 2) lim(�;�)!(x;x) f(�)�f(�)��� = f 0(x); � � x � � 3) lim(x;y)!(xo;xo) f(x)�f(xo)x�xo �f(y)�f(xo)y�xo = 0Es: 4) Dimostrare oppure trovare un 
ontroesempio alla seguente a�ermazione: f 0(x+o ) esistese e solo se lim(�;�)!(xo;xo) f(�)�f(�)��� = f 0(x+o ); � < � e esiste a positivo tale 
he ��xo��xo � a;�����xo � a32.7**** Si 
ostruis
a una funzione 
he dall'intervallo [0; 1℄ vada sul quadrato (funzione su-riettiva) [0; 1℄� [0; 1℄ (
urva di Peano).33.7* Si dimostri 
he la funzione dell'eser
izio pre
edente, se �e 
ontinua, non pu�o essereiniettiva.34.7*** Si trovi una funzione due volte di�erenziabile, de�nita su tutto R2; 
he ha un solopunto 
riti
o, �e un massimo (oppure un minimo) relativo ma non �e assoluto. Si tenga presente
he per funzioni di una variabile de�nite su tutto R
i�o �e impossibile. [da: J.Arias de Reyna;Ole Jorsboe A.M.M. Vol.93, No.4 (Apr., 1986), 307. la 
ui soluzione proposta �e la stessa 
ontenuta in B.Calvert,M.K.Vamanamurthy J. Austral. Math. So
. (series A) 29 (1980), 362{368. Altri esempi possono trovarsi inD.Smith, J.Marshal Ash, H.Sexton, I.Rosenholt, L.Smylie, Mathemati
s Magazine 58 (1985), 146{150 ℄Nella se
onda referenza vi sono tre teoremi interessanti 
he 
ito senza dimostrazioneTeorema 1 Se un polinomio 
ubi
o in due variabili ha un minimo lo
ale (di
iamo in x = 0)allora il polinomio ha almeno un altro punto 
ri
i
o.Teorema 2 Se un polinomio quarti
o in due variabili ha un uni
o punto 
riti
o (di
iamo inx = 0), ed �e minimo lo
ale, allora il minimo �e assoluto.Teorema 3 Se un polinomio 
ubi
o in tre variabili ha un minimo lo
ale (di
iamo in x = 0),allora il polinomio ha un altro punto 
riti
o.1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria35.7** Si dia un esempio di funzione due volte derivabile in (x = 0) (nel senso 
he esistonole due derivate prime e le derivate se
onde 
al
olate nell'origine) f(x; y) tale 
he: �f(0) = 0; lamatri
e hessiana �e positiva ma l'origine non �e un punto di minimo. [da: Bu Qi{yue A.M.M. Vol.95,No.7 (Aug. { Sep., 1988), 666{667; l'eser
izio proposto nell'arti
olo ha una formulazione un p�o diversa dalla pre
edente℄36.7** Es: Si dimostri il teorema:Sia f :R2 ! R una funzione C1 
he ha un minimo lo
ale, non globale (o assoluto) in un punto.Se f�1(K) �e 
ompatto non appena K �e 
ompatto, allora f deve avere almeno un altro punto
riti
o.37.7**** Es: S
rivere una funzione f :R2 ! R di�erenziabile almeno due volte 
he abbiadue soli punti 
riti
i, ambedue massimi [da: A. Durfee, N.Kronenfeld, H.Munson, J.Roy, I.Westby A.M.M.100, No.3 (Mar., 1993), 255{271; le prossime due domande sono riprese dallo stesso arti
olo℄Es: S
rivere una funzione f :R2 ! R di�erenziabile almeno due volte 
he abbia due soli punti
riti
i, ambedue massimi e la funzione veri�
hi f(x; y) = f(�x; y) oppure f(x; y) = f(x;�y)Es: S
rivere una funzione f :R2 ! R di�erenziabile almeno due volte 
he abbia solamente kpunti 
riti
i, tutti massimi e k > 2:SOLUZIONIx71.7 - primo del gruppo - La funzione ottenuta 
ome f(x; y) = sin(f1(x; y)f2(x; y)) dovef1(x; y) = y; f2(x; y) = x2; e quindi Dom(f) = R2: Inoltre essendo tutte le funzioni f1; f2;sinx; 
ontinue nei rispettivi domini ne segue 
he la funzione f �e 
ontinua.1.7 - se
ondo del gruppo - Dom(f) = R2nf0g: An
he in questo 
aso la funzione �e 
ontinuanel suo dominio poi
h�e �e 
omposizione della funzione 
ontinua f(z) = log z e della funzionef(x; y) = x2 + y2 
he a sua volta �e somma di funzioni 
ontinue. Il punto 0 62 Dom(f) ma0 2 (Dom(f))0 e quindi possiamo ivi de�nire il limite. Usando il fatto 
he 8M < 0; 9 ÆM t:
: 0 <x < ÆM ) log(x) < M si ha 
he per 0 < px2 + y2 < pÆM si ha log(x2 + y2) < M e quindilimx!0 f(x) = �11.7 - terzo del gruppo - Dom(f) = R2nfx j y 6= 0g; �e 
ontinua sul suo dominio. Sia Æ(1)" tale
he jzj < Æ(1)" ) j ez�1z � 1j < "Se kx � xok < minf "0p2 jyoj2 e�2jxojjyoj �(1 + ")(1 + jxojjyoj )��1; jyoj2p2Æ(1)" (1 + jxojjyoj ); jyoj2 g allora jf(x) �f(xo)j < "0 da 
ui la 
ontinuit�a.1.7 2) Il primo limite �e vero; il se
ondo �e falso.2.7 f1(x) : Dom(f1) = R2; �e di�erenziabile in R2 nf0g: Nell'origine non �e 
ontinua; am-mette derivate parziali ma non ammette derivata lungo una qualsiasi direzione diversa dagli assi
oordinati.2.7 f2(x) : Dom(f2) = R2; �e di�erenziabile in R2 nf0g: �E 
ontinua e derivabile nell'origine2.7 f3(x) : Dom(f3) = R2; la funzione �e di�erenziabile su tutto il dominio.2.7 f4(x) : Dom(f4) = R2; la funzione �e di�erenziabile su tutto il dominio tranne il punto(0; 0)2.7 f5(x) : Dom(f5) = R2; la funzione �e di�erenziabile su R2 nf0g: In x = 0 la funzionenon �e 
ontinua.1=di
embre=2008; Es
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria2.7 f6(x) : Dom(f6) = R2; la funzione �e di�erenziabile su R2 fx 2 R2 j jyj = x2 _ y = 0g.Se y = �x2 _ y = 0 non �e 
ontinua. Va notato 
he ogni derivata direzionale 
al
olata in 0�e uguale a zero e quindi �vf(0) = �f(0) � v = 0 ben
h�e la funzione non sia neppure 
ontinuanell'origine.2.7 f7(x) : Dom(f7) = R2; la funzione �e 
ontinua e derivabile su tutto il dominio. �Edi�erenziabile su R2 nf0g:2.7 f8(x) : Dom(f8) = R2; se � < 12 la funzione �e di�erenziabile. Se 12 � � < 1 la funzione�e solo 
ontinua. Se � � 12 la funzione �e derivabile e se � � 1 la funzione non �e 
ontinua.2.7 f9(x) : Dom(f9) = R2; InR2 nf0g la funzione �e di�erenziabile. Se � < 14 �e di�erenziabilean
he nell'origine. Se � < 12 �e 
ontinua ovunque. Se � � 34 �e derivabile ovunque.2.7 Per quanto riguarda l'ultima parte abbiamo 
he il limite di f1 non esiste in Ei per qualsiasii mentre per f2 il limite esiste per E3 ed E4:3.7 La funzione ammette limite nei punti: x 2 R2nf0g se � = 2p; p 2 Z; x 2 R2 se � = 1;fx 2 R2 j y = 0; x 6= 0g se � = 2p + 1; p 2 Znf0g; fx 2 R2 j y = 0; x 6= 0g se � = pq p qprimi fra di loro q 6= 1; fx 2 R2 j y 6= 0g se � 2 Q4.7 f1(x) : Dom(f1) = R2; e la funzione �e 
ontinua sull'insieme dei punti per i quali y >0 _ (y = 0 ^ x = 1) _ y < 0: �xf(x) esiste per ogni punto ma �yf(x) esiste solo se x 6= (�; 0)
on � 6= 1: La funzione �e di�erenziable in R2 nfx j y = 0g:4.7 f2(x) : Dom(f2) = R2; la funzione �e di�erenziabile ovunque.4.7 f3(x) : Dom(f3) = R2; la funzione �e di�erenziabile ovunque.4.7 f4(x) : Dom(f4) = R2; la funzione �e di�erenziabile ovunque.4.7 f5(x) : Dom(f5) = R2; la funzione �e di�erenziabile in R2 nfx j y = xg4.7 f6(x) : Dom(f6) = R2; la funzione �e di�erenziabile ovunque.4.7 f7(x) : Dom(f7) = R2; la funzione �e di�erenziabile in R2 nfx j x2 + y2 = 1g;4.7 f8(x) : Dom(f8) = R2; la funzione �e di�erenziabile in R2 nfx j x2 + 3y2 = 1g4.7 f9(x) : Dom(f9) = R2; la funzione �e di�erenziabile in R2 nfx j y2 = x3g [ f0g4.7 f10(x) : Dom(f10) = R2; la funzione �e di�erenziabile ovunque6.7 1) �v�(�1; 2) = (5+tan�) 
os�; il minimo lo si ha per � = ar
tan(�56 ); se j�j � 2p2 lafunzione ha la 
on
avit�a diretta verso l'alto. Se j�j > 2p2 la 
on
avit�a non �e de�nita. 2) Ipunti (0; 0); (0;�1) sono delle selle mentre (1; 1) e (�1;�1) sono dei massimi2) Il punto (0; 0) �e una sella mentre i punti (1; 1) e (�1;�1) sono dei massimi7.7 i): z = (2+�)x+�y+1����; ii): Se � < 0 e � < 0 allora la funzione �e 
onvessa ossiaf(x) < ax+ by+ 
; per ogni x tale 
he k(x; y)� (1; 1)k � 12 : iii): � > 0; � > 0 e 0 < �+� < 1:8.7 ii) (0; 0) ed �e una sella, (� 1p2 ;�1) e sono altre due selle iv) y = e�2 � (x� 1)e�21=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 7



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria9.7 b = 1n (Pni=1 yi � aPni=1 xi) e a = Pni=1 xiyi� 1nPni=1 yiPni=1 xiPni=1 x2i� 1n (Pni=1 xi)2 :11.7 I punti 
riti
i sono dati da P = (0; 0); R+ = (1; 0); R� = (�1; 0); P1 = (12 ; 12); P2 =(�12 ; 12); P3 = (�12 ; �12 ); P4 = (12 ; �12 ): Dalla matri
e hessiana viene fuori 
he P1 e P3 sonodei massimi relativi e f(P1) = f(P3) = 18 mentre P2 e P4 sono dei minimi relativi e f(P2) =f(P4) = �18 : R� e Q� sono selle. Essendo f(1; 1) = f(�1;�1) = �1 < �18 sono punti diminimo assoluto mentre f(1;�1) = f(�1; 1; ) = 1 > 18 e quindi sono massimi assoluti.12.7 Per f1 abbiamo l'uni
o punto 
riti
o dato da (�1125 ;�11925 ) ed �e una sella. Per f5 abbiamoi punti 
riti
i (0; 0) e (0;�45 ) e sono rispettivamente un minimo ed una sella.13.7 i) f(x; y) �e 
ontinua in fx 2 R2 j y 6= xg[f(0; 0)g[f(1; 1)g; ii) z = 5x� 2y+4; iii) Nonesiste, iv) se y > x la 
on
avit�a �e rivolta verso il basso, se y < x il determinante della matri
ehessiana �e negativo e non �e possibile individuare una 
on
avit�a de�nita (tutti i punti sono disella).14.7 i) f(x; y) �e di�erenziabile ovunque tranne sulla 
urva x = y3: �E 
ontinua in fx 2R2 j y3 6= xg [ f(0; 0)g [ f(1; 1)g: Non �e derivabile in (0; 0) ed in (1; 1) ii) Il piano tangentein (0; 0) non �e de�nito iii) se x > y3 la 
on
avit�a non stretta �e rivolta verso l'alto. Se x < y3lo stesso la 
on
avit�a non stretta �e diretta verso l'alto per y � 0 mentre per y � 0 la 
on
avit�anon stretta �e diretta verso il basso.Si veda a tal proposito l'eser
izio 21.716.7** Per la dimostrazione di i) si veda la risoluzione. Per quanto riguarda la ii) si 
onsiderila funzionef(x) = 8<:x sin 1y y 6= 00 y = 0Essendo jf j � jxj la funzione ammette limite nell'origine uguale a 0: La ipotesi 2) non �everi�
ata in quanto limy!0 f(x) esiste solo se x = 0 ed infatti limy!0 limx!0 f(x) = 0 malimx!0 limy!0 f(x) non esiste.Essendo inoltre nell'origine 
ontinua se ne dedu
e 
he la 
ontinuit�a in un solo punto non �esuÆ
iente per dimostrare la proposizione. Quindi la stessa funzione funge da 
ontroesempioalla domanda iii). Quello 
he serve �e la 
ontinuit�a in un intorno del punto. In altre parolese la funzione �e 
ontinua in un intorno di (xo; yo) allora �e vero 
he limx!xo limy!yo f(x; y) =limy!yo limx!xo f(x; y) = limx!xo f(x; y) = f(xo; yo):Detta infatti B(0; r) la sfera aperta di raggio r intorno all'origine, sia (xo; 0) 2 B(0; r) unpunto della sfera aperta. Essendo la funzione ivi 
ontinua si ha limx!(xo;0) f jA(x) = f(xo; 0)dove A = fz 2 R2: z1 = xo; jz2j � a ^ z 2 B(0; r)g: Essendo poi 
ontinua in (0; 0) si halimx!0 f jB(x) = f(0; 0) dove B = fz 2 R2 j z2 = 0; jz1j � b ^ z 2 B(0; r)g: A questo puntopossiamo s
rivere f(x)�f(0) = (f(x)�f(xo; 0))+(f(xo; 0)�f(0; 0)) e 
ias
uno dei due addendi�e pi

olo per quanto s
ritto. Ne segue la tesi.Per quanto riguarda il punto 1) le risposte sono date da :f(x) = 8<:x sin 1y y 6= 00 y = 0 f(x) = 8<: y sin 1x x 6= 00 x = 0 f(x) = 8<: y2 � x2y2 + x2 x 6= 00 x = 0Per quanto riguarda il punto 2) le risposte sono date da :1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 8



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriaf(x) = 8<: y2 � x2x2 + y2 + x sin 1y y 6= 00 y = 0 f(x) = 8<: y2 � x2x2 + y2 + y sin 1x x 6= 00 x = 0f(x) = 8<:x sin 1y + y sin 1x x 6= 00 x = 0Per il punto 3) e 4) la risposta �e data rispettivamente daf(x) = 8<: y2 � x2y2 + x2 x 6= 00 x = 0 f(x) = ( 1 xy 6= 00 xy = 017.7 La funzione seguente, 
he pu�o trovarsi sul libro di testo,f(x) = 8<: yxpx2 + y2 x 6= 00 x = 0 veri�
a le ipotesi ma non �e 
ontinua nell'origine. Si veda a talproposito l'eser
izio 27.7.18.7 Gli uni
i punti 
riti
i sono (0; 0) (sella) e (1; 1) (massimo). Nell'insieme fx 2 R2 j 4xy >1 ^ x > 0g la 
on
avit�a �e rivolta verso il basso. Nell'insieme fx 2 R2 j 4xy > 1 ^ x < 0gla 
on
avit�a �e rivolta verso l'alto. fx 2 R2 j 4xy < 1 ^ x > 0g �e 
ostituito da punti 
he nonhanno 
on
avit�a de�nita.22.7 1) f(x; y) = (x44 � x22 )e�y2 ha tre punti 
riti
i. Due sono massimi ed uno �e una sella,2) f(x; y) = x22 (x22 � 1) + y(x2 � 1) 3) f(x; y) = (12x+ sinx)e�y224.7 R.: (� 12 ; 14 ; 14 )26.7 Vi sono in�niti punti 
riti
i 
he soddisfano la equazione tan(2�) = 1�e�2�1�2e�2� ; � = e��;� = sin(2�)�(1� 2�2)28.7 Massimi in (0; �ap2 ) e minimi in (�a; 0)34.7** f(x; y) = �x6 � x4 � y2 + 2yx2 + 2yx3 + x5 ha un massimo relativo in (0; 0) 
onf(0; 0) = 0; non ha altri punti 
riti
i ma non �e sempre negativa o nulla.La stessa 
osa a

ade per la funzione f(x; y) = x5 � x4 + x3 � x2 � y2 � 2xy � 2yx2 (3:7)35.7** f(x; y) = 8<: x4 + y4x2 + y2 � 32xy x 6= 00 x = 0 .Ovviamente la funzione non deve essere due voltedi�erenziabile per
h�e altrimenti il punto deve essere per forza di minimo. Si veri�
hi 
he x =(0; 0) �e un punto 
riti
o, la matri
e hessiana ha autovalori positivi ma l'origine non �e un minimoin quanto f(x; x) = �12x237.7**RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI(3:7) J.Arias de Reyna; Ole Jorsboe A.M.M. Vol.93, No.4 (Apr., 1986), 307 e B.Calvert, M.K.VamanamurthyJ. Austral. Math. So
. (series A) 29 (1980), 362{368 propongono la stessa funzione ossia f(x;y)=x2+y2(1+x)3:Altri esempi possono trovarsi in D.Smith, J.Marshal Ash, H.Sexton, I.Rosenholt, L.Smylie, Mathemati
s Magazine58 (1985), 146{150 e pre
isamente f(x;y)= �11+x2+(2y2�y4)(ex+ 11+x2 ); f(x;y)=e�y2(2x3�3x2+1)+e�y(2x3�3x2) ean
ora f(x;y)=3xey�x3�e3y ℄1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 9



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria1.7 sin(x2y) Dom(f) = R2 : Appli
hiamo la de�nizione8 " > 0 9 Æ" > 0 t:
: p(x� xo)2 + (y � yo)2 < Æ" ) j sin(x2y) � sin(x2oyo)j < ": j sin(x2y) �sin(x2oyo)j � j(x2�x2o)y+x2o(y�yo)j = j(x�xo)(x+xo)y+x2o(y�yo)j:Ora imponiamo jx�xoj � 1e jy � yoj � 1 ottenendo j sin(x2y) � sin(x2oyo)j � (1 + 2jxoj)(1 + jyoj)jx � xoj + x2ojy � yoj �maxf(1 + 2jxoj)(1 + jyoj); x2ogp2p(x� xo)2 + (y � yo)2 < " non appenap(x� xo)2 + (y � yo)2 < "maxf(1+2jxoj)(1+jyoj);x2ogp2 e quindiÆ" = minf1; "maxf(1+2jxoj)(1+jyoj);x2ogp2g:Si poteva stimare an
he nel seguente modo j sin(x2y) � sin(x2oyo)j � (1 + 2jxoj)(1 + jyoj)jx �xoj + x2ojy � yoj � ((1 + 2jxoj)(1 + jyoj) + x2o)p2p(x� xo)2 + (y � yo)2 < " da 
ui Æ0" =minf1; "((1+2jxoj)(1+jyoj)+x2o)p2g 
he �e non pi�u grande del pre
edente.In 
on
lusione limx!(xo;yo) sin(x2y) = sin(x2oyo) e quindi la funzione �e 
ontinua in R2 :In relazione all'eser
izio su

essivo vale la pena sottolineare 
he le formule pre
edenti valgonoqualsiasi sia xo e yo:�E forse utile dire due parole sulla risoluzione. La maggiorazione 
he de�nis
e la 
ontinuit�a ossiajf(x) � f(xo)j < " �e 
ostituita dalle due disequazioni f(xo) � " < f(x) < f(xo) + " ed ingenerale �e impossibile, oltre
h�e inutile, risoverle nella loro generalit�a. �E impossibile poi
h�e ledisequazioni risolvibili sono po
he 
os�� 
ome le equazioni. �E inutile in quanto 
i�o 
he interessa�e la risoluzione delle disequazioni in un intorno del punto xo: Per questo motivo, a partire dallaformula jf(x)�f(xo)j < " si 
er
a di arrivare a s
rivere jf(x)�f(xo)j � A(xo)kx�xok� < " 
on� > 0: In tal modo si ottiene Æ" = ( "A(xo) ) 1� : Un ulteriore problema 
he lo studente/ssa in
ontrarisiede nel fatto 
he jf(x)� f(xo)j non �e nella forma ~f(kx� xok) e bisogna quindi manipolarela funzione in modo tale da maggiorarla 
on qual
osa 
he abbia la dipendenza voluta. Se siguardano i passaggi pre
edenti si noter�a 
he essi sono tesi proprio ad assolvere allo s
opo. Talimaggiorazioni sono il pi�u delle volte ne
essarie ma non sono gratuite. Infatti il prezzo 
he sipaga si risolve in un Æ" pi�u pi

olo di quello 
he si avrebbe se si rius
isse a risolvere esattamentele disequazioni jf(x)� f(xo)j < ": A tal proposito 
i viene in aiuto il fatto 
he davanti a Æ" vi �e9 e quindi 
e ne basta uno (an
or
h�e pi

olo).1.7 log(x2 + y2) Dom(f) = R2 nf0g: Comin
iamo 
on il trovare il limite in un punto deldominio. Dobbiamo risolvere la disequazione log(x2o + y2o)� " < log(x2 + y2) < log(x2o + y2o) +": Fa
endo l'esponenziale e sottraendo x2o + y2o si ottiene (x2o + y2o)(e�" � 1) < (x2 � x2o) +(y2 � y2o) < (x2o + y2o)(e" � 1) e quindi (x2 � x2o) + (y2 � y2o) � minf(x2o + y2o)(e�" � 1); (x2o +y2o)(e" � 1)g = (x2o + y2o)(e�" � 1): Ora poniamo jx � xoj < 12 jxoj e jy � yoj < 12 jyoj da 
uij(x2 � x2o) + (y2 � y2o)j � jx � xojjx + xoj + jy � yojjy + yoj � jx � xoj32 jxoj + jy � yoj32 jyoj �p(x� xo)2 + (y � yo)2p2maxf32 jxoj; 32 jyojg ed a questo punto imponiamop(x� xo)2 + (y � yo)2p2maxf32 jxoj; 32 jyojg � (x2o + y2o)(e�" � 1) da 
ui dis
endeÆ" = minf12 (jxoj+ jyoj); (x2o+y2o)(e�"�1)p2maxf 32 jxoj; 32 jyojggSi pu�o notare 
ome sia 
onsentito 
he xo = 0 oppure yo = 0 ma non tutte e due. Il valore dellimite nell'origine �e stato studiato pre
edentemente.1.7 Esaminiamo solo sin(e xy ): Dom(f) = R2nf(x; y) j y = 0g; (Dom(f))0 = R2 e quindi hasenso esaminare il limite in tutti i punti del piano. Comin
iamo dai punti 
he stanno sull'assedelle as
isse. Su tali punti il limite non esiste. Sia infatti xo 6= 0 (ad esempio xo > 0) e
onsideriamo le su

essioni xn := (xo; yn) 
on yn % 0 e x0n := (xo; y0n) 
on y0n & 0: Si halimn!+1 sin(e xoy0n ) = 0 essendo limn!+1(e xoy0n ) = 0: Del resto si ha pure limn!+1(e xoyn ) = +1e quindi il limite non esiste a 
ausa del Teorema ponte. Dunque nei punti (xo; 0) il limitenon esiste e la stessa 
osa a

ade nei punti 
on xo < 0: Se xo = 0 allora 
onsideriamo lasu

essione (xn;mxn) 
on xn ! 0: Quello 
he si ottiene �e f(xn;mxn) = sin e 1m e quindi il limitedipenderebbe dalla su

essione 
onsiderata 
he �e 
ome a�ermare la sua non esistenza.1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 10



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di IngegneriaSia ora p = (xo; yo) 
on yo 6= 0 un punto del dominio. Dobbiamo dimostrare 
he 8 " > 0 9 Æ" >0 t:
: p(x1 � (xo)1)2 + (y1 � (yo)1)2 < Æ" ) jf(x) � f(xo)j < " e quindi bisogna studiarela disequazione j sin e xy � sin e xoyo j < ": Usando la ovvia identit�a: j sin e xy � sin e xoyo j = j(sin e xy �sin e xoy )+(sin e xoy �sin e xoyo )j ed essendo j sinx�sin yj � jx�yj;maggioriamo 
on je xy�e xoy j+je xoy �e xoyo j 
he pu�o essere ris
ritta 
ome je xoy (1�e x�xoy )j+je xoyo (1�e xoy � xoyo )j = je xoy (1�e x�xoy )j+je xoyo (1�e xo(yo�y)yyo )j: �E evidente 
he 
ias
una delle pre
edenti espressioni tende a zero per x! xo e y ! yo:Per stimare Æ" bisogna fare del lavoro ulteriore. Imponiamo p(x� xo)2 + (y � yo)2 � jyoj2(per
h�e �e importante porre la limitazione 12 jyoj?). In tal modo si ha jyoj2 = jyoj � jyoj2 � jyj �jyoj+ jyoj2 = 32 jyoj: Si ottiene subito je xoy (1� e x�xoy )j � e2 jxojjyoj j(1� e x�xoy )j: Ora usiamo il fatto
he �"+1 < ez�1z < "+1 per jzj < Æ(1)" : L'espressione je xoy (1� e x�xoy )j pu�o dunque maggiorarsi
on e2 jxojjyoj 2(1 + ") jx�xojjyoj per 2 jx�xojjyoj � Æ(1)" ossia jx � xoj � jyoj2 Æ(1)" : Il se
ondo 
ontributoje xoyo (1� e xo(yo�y)yyo )j si stima 
on e jxojjyoj 2(1 + ") jxojjyoj jy�yojjyoj per 2 jxojjyoj2 jy � yoj � Æ(1)" : Ora mettiamoassieme i due 
ontributi ottenendo la seguente stima superiore e2 jxojjyoj 2(1+ ") jx�xojjyoj + e jxojjyoj 2(1 +") jxojjyoj jy�yoj2 = 2(1+") jx�xoj+jy�yojjyoj (e2 jxojjyoj + jxojjyoj e jxojjyoj ) � 2(1+") jx�xoj+jy�yojjyoj e2 jxojjyoj (1+ jxojjyoj ) sejx� xoj < jyoj2 Æ(1)" e 2 jxojjyoj2 jy � yoj < Æ(1)" : Dunque se kx� xok < minf "0p2 jyoj2 e�2 jxojjyoj �(1 + ")(1 +jxojjyoj )��1; jyoj2p2Æ(1)" (1 + jxojjyoj ); jyoj2 g allora jf(x) � f(xo)j < "0 da 
ui la 
ontinuit�a (4:7). Appareevidente 
he yo = 0 �e es
luso da tale 
ontesto.1.7 2) Appli
hiamo la definizione 7.2. In questo 
aso l 2 R�nR ; VM = fz 2 R j z >M;M > 0g; Ur = fx 2 R2 j kxk > r; r > 0g; X = E:Dobbiamo dimostrare 
he 8 M > 0 9 r > 0 j x 2 Ur \ E ) x2y 2 VM : Essendo x2y > axybasta 
he x > maxfqM2a ; ag := r(a;M) y > maxfqM2a ; ag := r(a;M) da 
ui r = r(a;M):Si pu�o notare 
ome r(a;M)! +1 per a! 0 per ogni valore di M: Questo fatto 
i di
e 
he ilse
ondo limite �e falso. Infatti se x = 0 oppure y = 0 la funzione �e identi
amente nulla e quindinon pu�o esistere un valore r tale 
he Ur \ E ) x2y 2 VM in quanto in Ur \ E vi sarebberopunti la 
ui as
issa od ordinata �e 
os�� pi

ola da rendere x2y arbitrariamente pi

ola. In altreparole �e vera la proposizione per 
ui 9 M > 0 j 8 r > 0 9(xo; yo) 2 Ur \ E j x2oyo � M: Infatti(xo; yo) 2 Ur \ E impli
a 
he xo � rp2 oppure yo � rp2 oppure tutti e due. Supponiamo 
hexo soddis� la relazione. Se prendiamo yo � Mx2o otteniamo 
he x2oyo � M e quindi il limite nonesiste.2.7 { Parte prima { f1(x) : La funzione �e dis
ontinua nell'origine a 
ausa del Teorema 7.1.Infatti se indi
hiamo 
on A � fx 2 R2 j y = mx; x 2 Rg si ha 0 2 A0 e quindi per essere 
ontinuadeve aversi limx!0 f jA(x) = 0: Essendo per�o (da dimostrare) limx!0 f jA(x) = limx!0 f(x;mx)e limx!0 f(x;mx) = m1+m2 6= 0 se m 6= 0 ne 
onsegue 
he la funzione non �e 
ontinua nell'origine.Dimostriamo ora 
he limx!0 f jA(x) = limx!0 f(x;mx):Supponiamo 
he esista limx!0 f jA(x) = l (l 2 R): Ci�o vuol dire 
he 8 " > 0 9 Æ" t:
: 0 <kxk < Æ" ^ x 2 A ) jf(x) � lj < ": Considerando ora 
hi �e l'insieme A; essa diventa8 " > 0 9 Æ" t:
: 0 < p1 +m2jxj < Æ" ) jf(x;mx)� lj < ":L'a�ermazione limx!0 f(x;mx) = l per de�nizione �e 8 " > 0 9 Æ" t:
: 0 < jxj < Æ" ) jf(x;mx)�lj < ": Se dunque si prende Æ" = Æ"p1+m2 si ottiene 
he la esistenza di limx!0 f jA(x) = l impli
a(4:7) La 
osa migliore da fare per lo studente/ssa 
onsiste nel rifarsi i 
al
oli in proprio e poi eventualmente 
onfrontare
on quanto s
ritto sopra.1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 11



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegnerialimx!0 f(x;mx) = l:Supponiamo ora 
he limx!0 f(x;mx) = l e ad " 
orrisponda Æ": Ebbene il valore Æ"p1 +m2 �eil valore 
orrispondente ad " 
he si trova impostando limx!0 f jA(x) = l:Negli altri punti �e 
ontinua in quanto �e il rapporto di due polinomi ed il denominatore nonsi annulla mai. Naturalmente 
i�o non 
ostituis
e una dimostrazione ma bisogna impostare ilseguente 
onto: 8 " 9 Æ" t:
: kx � xok < Æ" ) jf(x) � f(xo)j < ": Sia xo = (xo; yo) 6=(0; 0); la disequazione da risolvere per kx � xok < Æ" �e data da jxyx2o+xyy2o�x2xoyo�y2xoyo(x2+y2)(x2o+y2o) j <": Per questo ris
riviamo il tutto 
ome (xyo�yxo)(yyo�xxo)(x2+y2)(x2o+y2o) = ((x�xo)yo+xo(yo�y))(yyo�xxo)(x2+y2)(x2o+y2o) : Es-sendo (xo; yo) 6= (0; 0) si pu�o porre kx � xok � 12kxok e quindi 32kxok � kxk � 12kxok:Di qui si passa a jyyo � xxoj � maxfjyoj; jxojgp2kxk � maxfjyoj; jxojgp2(kxok + 12kxok) =maxfjyoj; jxojgp232kxok � p232kxok2 (si �e usato maxfjxoj; jyojg � kxok). Inoltre j(x� xo)yo +xo(yo� y)j � maxfjyoj; jxojgp2kx�xok � p2kxokkx�xok: Riunendo tutte le stime si pu�o dires
rivere jf(x) � f(xo)j � kxokp2 32kxok)p2kxokkx�xokkxok2 14kxok2 = 12kx�xokkxok da 
ui Æ" = minf12kxok; "kxok12 g(an
he qui si vede 
ome essenziale sia stabilire 
he x 6= 0:)�xf(x) = 8><>: y3 � x2y(x2 + y2)2 x 6= 00 x = 0 �yf(x) = 8><>: x3 � xy2(x2 + y2)2 x 6= 00 x = 0Dv(0) = limt!0 1t f(t2v1v2) = limt!0 v1v2t ed il limite non esiste se v1 � v2 6= 0Veri�
hiamo 
he la funzione non �e di�erenziabile nell'origine. limh!0 1khk (f(0 + h) � f(0) ��f(0) � h) = limh!0 1khkf(h) = limh!0 h1h2(h21+h22)3=2 6= 0 (basta prendere la direzione h1 = h2;notare 
he lungo uno qualsiasi degli assi il limite non �e nullo).La funzione ammette in�niti punti 
riti
i e pre
isamente l'insieme dei punti fx j y = �xg: Sutali punti la funzione vale 12 :�xxf(x) = �6xy3+2x3y(x2+y2)3 ; �yyf(x) = �6x3y+2y3x(y2+x2)3 ; �xyf(x) = � (x4+y4�6x2y2)(x2+y2)3 ovviamente le derivatese
onde valgono per x 6= 0: �E evidente 
he la matri
e hessiana ha determinante nullo per y = �x(per
h�e?)A tal proposito va detto 
he se una funzione �e solo derivabile in un punto (ad esempio l'origine)ma non di�erenziabile, si pu�o 
ertamente de�nire la quantit�a f(0)+�f(0) �h. Ci�o non vuol dire
he esiste il piano tangente in quanto non �e veri�
ata la relazione limkhk!0 f(h)�f(0)��f(0)�hkhk = 0:�E questa una delle di�erenze maggiori rispetto alle funzioni di una variabile per
h�e in quel 
asol'esistenza della derivata impli
a 
he limh!0 f(xo+h)�f(xo)�f 0(xo)hh = 02.7 f2(x) : Dom(f) = R2; Per quanto riguarda la 
ontinuit�a fuori dall'origine si possonorifare esattamente i 
al
oli di prima ed ottenere Æ" = minf 3"15+5p2 ; 12kxokg: Si tratta di risolvereinfatti la disequazione j xypx2+y2 � xoyopx2o+y2o j < " per kx� xok < Æ": Si ottiene (modulo a parte)(x� xo)y + (y � yo)xopx2 + y2 + xoyopx2o + y2o �px2 + y2px2o + y2opx2 + y2 = (x� xo)y + (y � yo)xopx2 + y2 ++ xoyo x2o + y2o � x2 � y2(px2o + y2o +px2 + y2)px2o + y2opx2 + y2e prendendo kx�xok < 12kxok si pu�o maggiorare il primo addendo 
on jx�xoj 32kxok+kxokjy�yoj12kxok �32kxokp2kx�xok12kxok � 3p2kx� xok mentre il se
ondo si maggiora 
on1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria12kxok2 jx�xoj(jxoj+ 32kxok)+jy�yoj(jyoj+ 32kyok)12kxokkxok(kxok+ 12kxok) � kxok3kx�xok 52p232kxok3 = 203 kx� xok:Sommando i due addendi si ottiene jf2(x)� f2(xo)j � (5 + 53p2)kx� xok da 
uiÆ" = minf 3"15+5p2 ; 12kxokg:Per la 
ontinuit�a nell'origine basta porre jxyj � 12 (x2 + y2) per 
onvin
ersi 
he la funzione �e
ontinua an
he nell'origine.La funzione �e ovunque derivabile fuori dall'origine. La derivata direzionale nell' origine valelimt!0 1t f2(tv1; tv2) = 1t t2v1v2jtjpv21+v22 e quindi il limite non esiste valendo jtjt v1v2pv21+v22 : Il limite esistesolamente se v1v2 = 0 ossia quando la derivata direzionale �e in realt�a parziale da 
ui �f2(0) = 0:Nell'origine non �e di�enziabile in quanto limh!0 1khk h1h2ph21+h22 non �e nullo se h1 = h2:2.7 f3(x) : Per la 
ontinuit�a in x 6= 0 si pu�o dire 
he la funzione �e il quoziente di duepolinomi ed il denominatore �e non nullo dunque �e 
ontinua. Nell'origine pure �e 
ontinua invirt�u della disuguaglianza x2 + y4 � x2 da 
ui segue 
he jf(x)j � y2 � kxk2 � " per kxk � p":�xf(x) = 8><>: 2xy6(x2 + y4)2 x 6= 00 x = 0 �yf(x) = 8><>: 2x2y(x2 � y4)(x2 + y4)2 x 6= 00 x = 0Infatti nell'origine le derivate sono �xf(0) = limt!0 1t (f(t; 0; )� f(0; 0)) = 0 e�yf(0) = limt!0 1t (f(0; t; )� f(0; 0)) = 0:Per quanto riguarda la di�erenziabilit�a nell'origine bisogna vedere se �e nullo il limitelimh!0 1khk (f(h1; h2)�f(0)��f(0)�h)) = limh!0 1khk h21h22h21+h42 : Stante la maggiorazione usata primasi ha x2y2(x2+y4)px2+y2 � y2px2+y2 � jyj ossia 1khk h21h22h21+h42 � jh2j e quindi la funzione �e di�erenziabilein x = 0: La dimostrazione 
he negli altri punti pure �e di�erenziabile oppure no �e pi�u 
ompli
ataper via del fatto 
he in generale le derivate parziali non sono nulle. Si pu�o ri
orrere al Teorema7.3 e quindi bisogna dimostrare 
he le derivate parziali sono 
ontinue per x 6= 0: Che 
i�o�e vero lo si evin
e usando lo stesso argomento 
he ha 
ondotto a dire 
he la funzione era
ontinua in qualsiasi punto 
he non fosse l'origine. �E interessante veri�
are se le derivate parzialisono 
ontinue an
he nell'origine. Gli indizi 
he abbiamo (la di�erenziabilit�a nell'origine) 
idi
ono 
he �xf(x) e �yf(y) potrebbero essere 
ontinue per x = 0: Comin
iamo dalla derivatarispetto ad y: Dobbiamo far vedere se 8 " 9 Æ" t:
: kxk � Æ" ) j�yf(x) � �yf(0)j < " e quindidobbiamo risolvere la disequazione j2x2y(x2�y4)(x2+y4)2 j < ": Essendo x2 � y4 < x2 + y4 si ottienej�yf(x)j � 2j x2yx2+y4 j � jyj � kxk e quindi �e 
ontinua nell'origine. Passando alla derivata parzialerispetto ad x si deve risolvere la disequazione 2 jxjy6(x2+y4)2 < ": Considerando ora il limite lungo la
urva fx 2 R2 j y = ax1=2g si ottiene limx!0 2a6x4x4(1+a4) 
he dipendere dal valore di a e quindi illimite non esiste 
on
ludendo 
he �xf(x) non �e 
ontinua nell'origine.2.7 f4(x) : Dom(f) = R2; �E di�erenziabile in Rnf0g; basta usare gli argomenti deglieser
izi pre
edenti.Per la 
ontinuit�a nell'origine usiamo la solita formula jxy2j � 12 (x2 + y4) da 
ui segue 
hejf(x)j � jyj � kxk e quindi Æ" = ": Pensare di far dis
endere la 
ontinuit�a dal solo fatto 
helimx!0 f(x;mx) = limx!0 m2x21+m4x2 = 0 per ogni m �ssato �e sbagliato. Quello 
he bisogna an
oradimostrare �e la uniformit�a in m del limite. Il 
al
olo 
he segue esempli�
a il 
on
etto. Vogliamodimostrare la seguenteProposizione La funzione �e 
ontinua nell'origine se e solo se, detta r una qualsiasi rettapassante per l'origine, si ha limx!0 f jr(x) = 0 uniformemente in r1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 13



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di IngegneriaLa notazione f jr(x) vuol dire 
ome al solito la restrizione di f all'insieme rDimostrazione): supponiamo quindi 
he la funzione �e 
ontinua nell'origine e sia Æ" sia l'intorno 
he entranella de�nizione di 
ontinuit�a. Si badi bene 
he Æ" dipende 
hiaramente solo da " (oltre
h�e dalpunto in 
ui si sta esaminando la 
ontinuit�a ma quest'ultima dipendenza non 
i interessa inquanto attiene alla uniforme 
ontinuit�a 
he non �e oggetto di attenzione ora). Comin
iamo a
onsiderare 
ome retta r l'asse delle ordinate. In tal 
aso abbiamo f jr(x) � 0 e quindi Æ" pu�oessere qualsiasi numero positivo.Consideriamo ora una retta di equazione y = mx:Ebbene dal Teorema 7.1 e dalla parti
olare forma dell'insieme r segue 
he qualunque sia ilvalore di m; pur
h�e sia px2 +m2x2 < Æ"; si ha jf4(x;mx)j < " e Æ" �e il numero 
he entra nellade�nizione di 
ontinuit�a (vedi l'eser
izio f1 di 2.7. Poi
h�e tale numero �e 
ertamente indipendenteda m si ha l'uniformit�a in m:(: Ora 
ome ipotesi abbiamo 
he il limite �e uniforme su tutte le rette passanti per il punto.Pro
ediamo per assurdo supponendo 
he la funzione non sia 
ontinua. Supponiamo quindi 
he9 " > 0 j 8 Æ > 0 9 xÆ j kxÆk < Æ ^ jf4(xÆ)j � ":A questo punto 
onsideriamo una su

essione di valori fÆkg = f 1kg k = 1; 2; 3; : : : ; e per ognivalore di k individuiamo il punto x 1k = (x 1k ; y 1k ) 
ome dalla de�nizione pre
edente. Ogni puntox 1k individua una retta passante per l'origine e per il punto x 1k stesso 
on un 
oeÆ
iente angolaremk dato da ykxk (per x 1k = 0 il 
ioeÆ
iente vale �1). Il fatto 
he 1k ! 0 per k ! +1 vuol dire
he esiste una su

essione di 
oeÆ
ienti angolari fmkg = f ykxk g rispetto alla quale Æ"(mk) = 1ktende a zero e quindi non si avrebbe uniformit�a rispetto al 
oeÆ
iente angolare 
ontrariamenteall'ipotesi. Non si ha uniformit�a nel senso 
he infk2N Æ"(mk) = 0:Vogliamo mostrare ora 
he nel 
aso della funzione f4 si ha la uniformit�a rispetto al 
oeÆ
ienteangolare del limite per x! 0:Dire 
he limx!0 f4(x;mx) = 0 signi�
a dire 
he 8 " > 0 9 Æ"(m) j jxj < Æ"(m) ) jm2x2jj1+m4x2j < "e notare 
he ne
essariamente Æ dipende, oltre
h�e da "; an
he da m: Il problema 
he 
i si poneadesso �e di 
er
are l'estremo inferiore di Æ"(m) al variare di m nei reali. Se tale estremoinferiore �e un numero positivo allora si ha uniformit�a nel 
oeÆ
iente angolare m e quindi la
ontinuit�a della funzione. La disequazione diventa jm3jx21+m4x2 < " ossia m3x2 < "(1 + m4x2) sem � 0 e quindi m3x2(1� "m) < ": Se m = 0 qualsiasi valore di x va bene e quindi Æ" = +1:Se m > 0 ^ 1 � "m < 0 ossia m > 1" ; vale an
ora Æ" = +1: Se 0 < m < 1" allora si hajxj < p"m3=2p1�"m := Æ"(m):La 
osa importante da notare ora �e 
he inf0<m< 1" Æ"(m) = "2 > 0 e quindi abbiamo ottenuto unvalore buono per ogni valore di m.Se m < 0 la disequazione da risolvere �e data da �m3x2(1 + "m) < 0: Se 1 + "m > 0 ossiam < �1" allora Æ" = +1: Se inve
e �1" < m < 0 allora si ha jxj < p"(�m)3=2p1+"m := Æ"(m) edinoltre inf� 1"<m<0 Æ"(m) = "2 > 0: Alla �ne abbiamo ottenuto 
he Æ"(m) = "2 per ogni valoredi m per 
ui della funzione �e dimostrata la 
ontinuit�a nell'origine an
he per quest'altra strada.La funzione f5 rappresenta un 
aso opposto ossia i 
al
oli analoghi ai pre
edenti portano adavere l'estremo inferiore 
er
ato prima nullo.Se si usassero le 
oordinate polari si dovrebbe dimostrare lim�!0 �2 
os � sin3 �
os2 �+�2 sin4 � = 0 per avere
ontinuit�a. Non �e le
ito dire 
he lim�!0 �2 
os � sin3 �
os2 �+�2 sin4 � = lim�!0 �2 
os � sin3 �
os2 � e 
helim�!0 �2 
os � sin3 �
os2 � = 0 in quanto al numeratore vi �e una potenza positiva di �: Infatti �2 sin4 �tende a zero rispetto a 
os2 � solo se � 6= �2 + 2k� (si veda l'eser
izio 4.7 f5 e 17.7)Passiamo ora alla derivabilit�a parziale. La funzione �e ovunque derivabile sul suo dominio.1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di IngegneriaNell'origine le derivate sono �xf(0) = limt!0 1t (f(t; 0)� f(0; 0)) = 0 e�yf(0) = limt!0 1t (f(0; t)� f(0; 0)) = 0:�xf(x) = y3x2+y4 � 2x2y3(x2+y4)2 = y7�x2y3(x2+y4)2 �yf(x) = 3y2xx2+y4 � 4xy6(x2+y4)2 = 3y2x3�xy6(x2+y4)2 :limx!0 �yf(x;px) = 12 6= 0 e limx!0 �xf(x; apx) 6= 0 per a 6= 1 per 
ui le derivate parziali nonsono 
ontinue in (0; 0):Per quanto riguarda la di�erenziabilit�a nell'origine abbiamo limh!0 1khk(f(h1; h2)�f(0)��f(0)�h)) = limh!0 1khk h1h32h21+h42 e lungo la 
urva h2 = ph1 il limite non esiste (
he le derivate parzialinon potessero essere entrambe 
ontinue in (0; 0) era gi�a evidente)2.7 f5(x) : Dom(f) = R2; �E 
ontinua ovunque fuor
h�e nell'origine in quantolimx!0 f(x;px) = 12 : Altrove �e di�erenziabile. �E opportuno osservare 
he limx!0 f(x;mx) =limx!0 mx1+m2x2 = 0 per ogni m in altre parole il limite nell'origine �e zero lungo qualsiasi rettapassante per l'origine 
hiaramente. Fa

iamo vedere ora 
he sulle rette tale limite �e si zeroma non uniformemente rispetto al 
oeÆ
iente angolare m della retta. Dire 
he tale limite �euniforme rispetto ad m signi�
a 
he 8 " 9 Æ" t:
: jxj < Æ" ) jf(x;mx)j < " e la 
osa importanteda osservare �e 
he Æ" non dipende da m: L'impostazione del 
onto pre
edente, nel nostro 
aso,impli
a dover risolvere la disequazione "m2x2 + " > jmxj: Se m = 0 �e vera per ogni x e quindiÆ"(m)m=0 = +1 il 
he andrebbe bene. Se m > 0 e x > 0 la disequazione d�a 
ome risultatox < x� = 1�p1�4"22"m _ x > x+ = 1+p1�4"22"m e poi
h�e 
i interessano valori arbitrariamente vi
iniall'origine 
onsideriamo 0 < x < x�: Se m! +1; x� ! 0 ossia infm>0 x�(";m) = 0 e questo�e il segno 
he non si ha uniformit�a rispetto al 
oeÆ
iente angolare m:2.7 f6(x) : �E 
ontinua in fx 2 R2 j jyj 6= x2 _ y = 0g: Che sia dis
ontinua su fx 2R2 j y = �x2 _ y = 0gnf(0)g �e evidente. Un p�o meno evidente �e 
he sia dis
ontinua an
henell'origine. Infatti si ha limx!0 f(x;mx) � 1 per ognim ma limx!0 f(x; 12x2) = 0 da 
ui la non
ontinuit�a. Non essendo 
ontinua nell'origine non pu�o veri�
arsi 
he il limite lungo una qualsiasiretta sia uguale ad 1 uniformemente rispetto all'in
linazione della retta ossia non pu�o veri�
arsi
he 8 " 9 Æ" t:
: jxj < Æ" ) jf(x;mx)� 1j < " e la 
osa importante da osservare �e 
he Æ" nondipende da m: Dato infatti m deve aversi per forza Æ" � k�k dove � �e il punto di intersezionefra la parabola y = x2 e la retta y = mx ossia � = (m;m2): Ne segue 
he Æ" � mp1 +m2 e perm! 0 Æ" ! 0 da 
ui deriva la non 
ontinuit�a della funzione nell'origine.�xf(0) = �yf(0) = 0 e quindi la funzione �e derivabile ma ovviamente non di�erenziabile. Neglialtri punti di dis
ontinuit�a la funzione non �e derivabile in quanto vi �e un salto (si veri�
hi 
i�oattraverso la de�nizione). Nei punti di 
ontinuit�a la funzione �e di�erenziabile.Inoltre limt!0 1t (f(tv1; tv2)� f(0)) = 0 in quanto 8 v 2 R2 9 tv j jtj � tv ) (tv1; tv2) 2 fx 2R2 j jyj � x2g: Dunque �e valida la relazione �vf(0) = �f(0) � v = 0 ma la funzione in 0 non �e
ontinua.2.7 f7(x) : Di questo eser
izio verr�a mostrato solamente 
ome l'uso delle 
oordinate polariper dimostrare la 
ontinuit�a nell'origine debba a

ompagnarsi a qual
he pre
isazione solitamentedimenti
ata dagli studenti.Infatti in 
oordinate polari 
entrate nell'origine il modulo della funzione pu�o maggiorarsi 
on�
os4 �+sin4 � e l'uni
o argomento 
he a volte erroneamente si usa per dire 
he lim�!0 �e zero �e,la presenza di una potenza positiva a numeratore. Tale argomento �e errato 
ome l'eser
izio 5)del 4.7 e l'eser
izio 17.7 mostrano Infatti qualunque sia la maggiorazione di jf7j usata, essadeve essere tale da togliere la presenza della variabile �: In altre parole si deve arrivare ad unamaggiorazione del tipo jf7j � h(�) e lim�!0 h(�) = 0: Per arrivare a 
i�o nel nostro 
aso sipossono seguire due strade. La prima �e fornita dalla proposizione seguenteProposizione La funzione f :R ! R f(�) = 
os4 � + sin4 � ha un minimo 
on ordinata1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriapositiva.Prima di dare la dimostrazione fa

iamo vedere 
ome si usa tale risultato. Se
ondo la propo-sizione esiste un valore � > 0 tale 
he 
os4 �+ sin4 � � � > 0: Cos�� essendo si pu�o ulteriormentemaggiorare jf7j � �� da 
ui la 
ontinuit�a (h(�) = �� indipendente da �).Dimostrazione Sia f(�) = 
os4 � + sin4 �: R ! (0; 2): La funzione �e periodi
a di periodo � equindi si pu�o 
onsiderarla de�nita in [��2 ; �2 ℄ ossia si de�nis
e un'altra funzione ~f(�): [��2 ; �2 ℄![0; 2℄ tale 
he Im(f) = Im( ~f): La funzione ~f �e de�nita su un 
ompatto ed �e 
ontinua per 
uil'immagine del dominio, 
he 
hiameremo J; �e un insieme 
ompatto sottoinsieme di (0; 2): J �e
hiuso e quindi ammette minimo (�) e massimo (�) 
ontenuti entrambe in (0; 2) 
he �e apertoper 
ui � 6= 0 (� 6= 2 ma non �e importante per i nostri �ni).Va notato 
he il pre
edente argomento non 
i di
e 
hi �e � ma solo 
he esiste 
ertamente e perla sua esistenza abbiamo bisogno solo della periodi
it�a e della 
ontinuit�a della funzioneIl se
ondo metodo 
onsiste nello studiare la funzione di una variabile 
os4 �+sin4 � 
on i metodi�nora 
onos
iuti e dimostrare attraverso la derivata prima 
he essa ha un minimo per �o = ��4
on f(�o) = 12 ed �e esattamente il valore di � la 
ui esistenza �e stata dimostrata prima. Vanotata la di�erenza rispetto al metodo pre
edente. In questo 
aso si trova il valore dell'ordinatadel minimo ma bisogna far uso della derivata della funzione mentre prima abbiamo usato solola 
ontinuit�a.La di�erenza fra i due metodi mette in lu
e un aspetto usuale della matemati
a: pi�u dettagliatesono le propriet�a 
he vogliamo 
onos
ere della soluzione di un problema e pi�u dettagliate devonoessere le ipotesi.Dunque la funzione �e 
ontinua e derivabile ovunque ma non �e di�erenziabile in 0 poi
h�elimh:!0 1khk h31h22h41+h42 non �e zero (la funzione vale 12p2 sull'insieme h1 = h2).Vale la pena ritornare sull'uso delle 
oordinate polari per risolvere il presente 
ome qualsiasi altroeser
izio. Supponiamo di avere una funzione f :Rk ! R f = f(x) ed una funzione g:Rk ! Rng = (g1(z); g2(z); : : : ; gn(z)): Supponiamo 
he limx!xo f(x) = l e 
he limz!zo g(z) = L 
onL = xo: Ossia supponiamo 
he 8 " > 0 9 Æ" j 0 < jx � xoj < Æ" ) jf(x) � lj < " e 
he8 "0 > 0 9 Æ"0 j 0 < jz � zoj < Æ"0 ) jg(z)� Lj < "0:Supponiamo inoltre 
he g(z) 6= L de�nitivamente per z ! zo ossia esiste una sfera di 
entro zoe raggio r B(zo; r) tale 
he g(z) 6= L 8 z 2 B(zo; r): Se stessimo trattando funzioni 
ontinuenon sarebbe ne
essario spe
i�
are tale fatto. Costruiamo la funzione f Æ g:Rk ! R f Æ g =f Æ g(z) := h(z): Non �e diÆ
ile dimostrare 
he limz!zo h(z) = l: Se infatti "0 = Æ" allora0 < jz � zoj < "0 ) 0 < jx � xoj < Æ": e quindi jf(x) � f(xo)j < ": Dunque dalla esistenzadei limiti per le funzioni f e g segue la esistenza per la funzione h: A parole si pu�o dire 
he la
omposizione di funzioni 
he ammettono limite ammette an
he essa limite.Supponiamo ora di avere una funzione F :R2 ! R; F = F (x); xo = 0 e G:R2 ! R2: G =G(�; �): xo = 0 vuol dire � = 0 e � qualsiasi valore. x = (x; y) = G(�; �) = (� 
os �; � sin �):F Æ G(�; �) := f(�; �): Negli eser
izi in 
ui si passa a 
oordinate polari si arriva ad avere unafunzione delle 
oordinate polari. Se ne 
er
a il limite e poi da esso si 
er
a di inferire il limite dellafunzione originaria data nelle 
oordinate (x; y): In altre parole si 
er
a il limite della funzione f epoi si passa al limite della funzione f Æ(G)�1 
he �e esattamente la F originaria. Nel far questo si
er
a di usare il risultato pre
edente ossia 
he la 
omposizione di funzioni 
he ammettono limiteammette an
he essa limite. Senon
h�e la funzione 
he l�� �e data da g �e qui data dalla inversadi G 
he �e non univo
amente de�nita e nell'origine (x; y) = (0; 0) non ammette limite. Infatti1=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di IngegneriaG�1(x; y) = (G�11 (x; y); G�12 (x; y)) = 8<: � =px2 + y2� = ar
tan yx + k�; k 2 Z; se � 2 (��2 + k�; �2 + k�)Dunque apparentemente l'uso delle 
oordinate polari sarebbe del tutto inutile in quanto non sipu�o usare il risultato. In realt�a osservando attentamente la de�nizione di limite in 
oordinatepolari la situazione si risolve. Infatti la de�nizione �e data da: 8 " > 0 9 Æ" j 0 < � < Æ" )jf(�; �)� lj < ": Come si vede �e assente la variabile � dalla de�nizione di intorno de�nito daÆ": Ora 0 < jxj < a ) 0 < � < a ed inoltre px2 + y2 6� 0 per ogni sfera aperta 
on
entro 0: Quindi la 
omposizione f Æ (G)�1(x; y) = f(px2 + y2; G�12 (x; y)) ammette il limiteper (x; y) ! (0; 0) il 
he vuol dire 
he esiste lim(x;y)!(0;0) F (x; y): Se ne dedu
e 
he pur nonessendo G�1 una funzione 
ontinua nell'origine, G�11 lo �e e questo basta per avere il limite nellafunzione F in quanto il limite della f �e uniforme in �.2.7 f8(x) : Essendo j sin zj � jzj e (z + z0)2 � (jzj+ jz0j)2 si ha 
he per � < 1 la funzione�e 
ontinua. Infatti si pu�o maggiorare 
on sin(x + sin y) � (x + sin y)2 � (jxj + j sin yj)2 �(jxj + jyj)2 � 2(jxj2 + jyj2): A questo punto an
ora non si �e 
on
luso il dis
orso sulla 
onti-nuit�a in quanto bisogna mostrare 
he la funzione non �e 
ontinua per � � 1. Se � = 1 si ha8><>: sin2(x+ sin y)(x2 + y2) x 6= 00 x = 0 e limx!0 f(x; x) = 2 6= 0 da 
ui l'assenza di 
ontinuit�a. Inoltre se� > 1 lo stesso limite �e +1:Derivabilit�a in (0; 0) rispetto a tutte le direzioni:limt!0 1t (f(tv1; tv2; )� f(0; 0)) = limt!0 1t sin2(tv1+sin tv2)t2�(v21+v22) == limt!0 sin2(tv1+sin tv2)t1+2� = limt!0 (tv1+tv2)2t1+2� = limt!0 t1�2�(1 + 2v1v2): Se � < 12 allora il limite�e 0 e quindi �vf(0; 0) = 0: Se � = 12 allora la derivata �e 1+2v1v2 e quindi �xf(0) = 1 = �yf(0):Se v1 = v2 = p22 la derivata vale 2: Se � > 12 il limite non esiste.Di�erenziabilit�a: 
ertamente in R2nf0g; In (0; 0) si halimh!0 1khk� sin2(h1+sinh2)khk2� � f(0)� �f(0) � h� e supponiamo 
he � < 12 : Si halimh!0� sin2(h1+sinh2)khk1+2� � = limh!0� (h1+h2)2khk1+2� � = 0 e quindi la funzione �e di�erenziabile. Se � � 12non �e di�erenziabile in quanto il pre
edente limite non esiste.2.7 f9(x) In 
oordinate polari la funzione �e presto s
ritta:�2�4� �2 
os4 �+�2 sin4 �+ 12 sin � 
os �sin4 �+3 
os4 � : Se � < 12 la funzione �e 
ontinua in quanto sin4 � + 3 
os4 � �
 > 0 (e 
 fa
ilmente 
al
olabile; vedi l'eser
izio 
on f7(x)): Se � = 12 il limite non esiste 
omesi vede fa
endo lim�!0 f(�; � = 14 ) = 12 : Se � < 12 il limite non esiste non essendo de�nito.Derivabilit�a: Certamente in tutti i punti 
he non siano l'origine per ogni valore di �: Nell'originesi ha �xf(0) = limt!0 1t (f(t; 0)� f(0; 0)) = limt!0 t3�4�3� per 
ui se � < 34 il limite �e zero. Se� = 34 il limite �e 13� mentre se � > 34 il limite non esiste. Dunque�xf(0) = 8><>: 0 � < 3=43� 34 � = 3=46 9 � > 3=4 Allo stesso modo si ha �yf(0) = 8><>: 0 � < 3=41 � = 3=46 9 � > 3=4Di�erenziabilit�a: Certamente in tutti i punti 
he non siano l'origine per ogni valore di �:Nell'origine, se � < 12 si ha limh!0 1khk 1ph21+h22 h41+h42+h1h2(h42+3h41)� ed il limite �e zero solo se � < 14per 
ui nell'origine �e di�erenziabile solo se � < 14 :2.7 { Se
onda Parte { La funzione xyx2+y2 non pu�o ammettere limite su Ei in quanto la funzione1=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriaristretta ad una qualsiasi retta di equazione y = mx 
on m � 0 diventa f(x;mx) = mp1+m2 
henon �e 
erto +1:Consideriamo ora la funzione xypx2+y2 in E1: Potendo maggiorare f(x; y) � pyxp2 si ottiene9 M > 0 j 8 r > 0 9(xo; yo) 2 Ur \ E j xypx2+y2 � M: Basta prendere yo � 2Mxo se xo � rp2oppure xo � 2Myo se yo � rp2 da 
ui il fatto 
he il limite non esiste. Si noti 
he qualsiasi restrizionead una funzione y = mx 
on m 6= 0 avrebbe dato +1:Consideriamo ora la funzione xypx2+y2 in E2: Il pre
edente ragionamento non funziona pi�u inquanto non si possono rendere x oppure y arbitrariamente pi

oli. Se per�o 
onsideriamo larestrizione della funzione ad una retta verti
ale di as
issa maggiore di a0 > a allora la funzione,per y ! +1 tende al valore a0 6= +1 per 
ui il limite non solo �e diverso da +1 ma non esistein quanto dipenderebbe dalla restrizione.Consideriamo ora la funzione xypx2+y2 in E3: Potendosi minorare f(x; y) � x10p1+100 se x >10p101M e quindi y > Mp101 e quindi px2 + y2 � 101M := rM si ha xypx2+y2 > M: Dunqueil limite �e +1Consideriamo ora la funzione xypx2+y2 in E4: Valgono le 
onsiderazioni pre
edenti solo 
he rM =maxfap2; 101Mg:3.7*** f(x) = x
os2 xy + sin2 �xy f2(x; y) = �f2(�x; y) = f2(x;�y)� = 0 ) f(x) = x
os2 xyDom(f) = R2nfx 2 R2 j y = 0 _ xy = ��2 + k�; k 2 Zg: Nei punti dove �e de�nita, la funzione�e 
ontinua e quindi ammette an
he il limite. Ci 
hiediamo ora se esistono altri punti del piano,
he non fanno parte del dominio della funzione ed in 
ui la funzione ammette limite. L'assedelle as
isse non fa parte del dominio della funzione. Nonostante 
i�o ha senso 
hiedersi se esistelimx!(xo;0) f(x) in quanto un qualsiasi punto (xo; 0) �e punto di a

umulazione di Dom(f): Siaxo > 0 e 
onsideriamo la su

essione di punti f(xk; yk)g = f(xo; xo�2+k�+"k )g 
on 0 < "k < � (unrapido 
al
olo fa vedere 
he la 
ondizione 0 < "k < � serve a far si 
he f(xk; yk)g 2 Dom(f)): Sivede fa
ilmente 
he 
os2 xkyk = sin2 "k e quindi limk!+1 xk
os2 xkyk = limk!+1 xosin2 "k e se "k ! 0tale limite vale +1: Del resto qualunque sia l'insieme di R2; di
iamo A; tale 
he (xo; 0) 2 A0 siha limx!(xo;0) f jA(x) = +1: Infatti il fas
io di rette xy = ��2 + k�; k 2 Z; ha (xo; 0) 
ome puntodi a

umulazione. Sulle rette la funzione non �e de�nita ma �e illimitata sul 
omplementare. Nesegue 
he il limite non pu�o 
he essere in�nito. Tale \evidenza" ne
essita di una dimostrazione.Supponiamo infatti 
he limx!(xo;0) f jA(x) = l > 0 6= +1: Dalla de�nizione di limite segue 
heesiste un intorno aperto di (xo; 0); di
iamo U; tale 
he x 2 Unf(xo; 0)g ) l2 < f jA(x) < 32 l:Madentro U 
adono punti del fas
io di rette xy = ��2 + k�; k 2 Z; de�nitivamente per jkj ! +1 equindi �e impossibile la relazione f jA(x) < 32 l:Sui punti diversi dall'origine 
he appartengono al fas
io di rette xy 6= ��2 + k�; k 2 Z; il limitefa +1 per le stesse ragioni.Sempre nel 
aso � = 0 
onsideriamo ora x = (0; 0): La restrizione della funzione all'asse delleordinate ha 
ome limite zero per 
ui se tale limite esiste deve essere zero. Consideriamo per�o ipunti di 
oordinate (xk; yk) = ( 1ak ; 1a2k ) 
on ak = �2 + �k + "k: f(xk; yk) = 1�2+k�+"k 1sin2 "k e selimk!+1 k"2k = 0 allora il limite �e +1 mentre noi sappiamo 
he deve essere nullo.1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 18



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria� = 1 ) f(x) = xC'�e ben po
o da dire. Dom(f) = R2: La funzione ammette limite in ogni punto del piano.Sia ora � 2 Z ^ � = 2p; p 6= 0: Poi
h�e ��2 + �k = �p+ 2pk 2 Z; il denominatore si annulla equindi Dom(f) = R2nfx 2 R2 j y = 0 _ xy = ��2 + k�; k 2 Zg:Le 
on
lusioni del 
aso � = 0 
i di
ono 
he il limite nel punto (xo; 0) 
on xo 6= 0 �e +1: Edinfatti se ad esempio si esamina 
osa a

ade lungo la su
e
ssione f(xk; yk)g = f(xo; xo�2+k�+"k )gun rapido 
al
olo d�a 
os xkyk = 
os(�2 + k� + "k) = �(�1)k sin "k mentre sin �xkyk = sin 2p(�2 +k� + "k) = (�1)p sin "k da 
ui il limite 
he fa +1: Analogamente a prima nel punto (0; 0) illimite non esiste.Il 
aso su

essivo �e � 2 Z ^ � = 2p + 1; p 6= 0: Il denominatore non si annulla mai e quindiDom(f) = R2nfx j y = 0g: Sulla su

essione (xk; yk) = (xo; xo2�k ) (xo 6= 0) la funzione vale iden-ti
amente xo mentre sulla su

essione (xk; yk) = (xo; xo1� (�k+�2 ) ) si ha f(xk; yk) = xo1+
os2 1� (�k+�2 )ed il limite non esiste (per
h�e?)Sia ora xo = 0 e 
onsideriamo f(x;mx) = x
os2 1m+sin2 �m al variare di m 2 R: L'esistenza dellimite per x ! 0 
i d�a: 8 " > 0 9 Æ"(m) j jxj < "(
os2 1m + sin2 �m ) ) jf(x;mx)j < ": Inoltresi ha infm2R(
os2 1m + sin2 �m) = inft2Rnf0g(
os2 t + sin2 t�) � inft2R(
os2 t + sin2 t�): Ora lafunzione F :R! (0; 2); F (t) = 
os2 t+sin2 t� �e periodi
a di periodo �� e quindi Im(F ) = Im( ~F )dove ~F : [0; �� ℄ ! (0; 2): Essendo la funzione 
ontinua ed il suo dominio un intervallo 
hiuso elimitato (
ompatto) l'immagine sar�a un intervallo 
hiuso e limitato, di
iamo [a; b℄; sottoinsiemedi (0; 2): Ne segue 
he inft2R(
os2 t+ sin2 t�) = a: Di 
onseguenza infm2R Æ"(m) = "a e quindiabbiamo ottenuto un valore di Æ" 
he va bene per ogni valore di m. Ne segue 
he la funzioneammette il limite limx!0 f(x) quando � = 2p+1 e p 6= 0: La restrizione di f alla retta verti
ale
ondotta per xo ha 
ome limite zero.Sia ora � 2 Q � = pq ; q 6= 1 e p e q primi fra di loro. Le 
on
lusioni sono le stesse del 
asoper
edente. S
egliamo la su

essione (xk; yk) = (xo; xo q2�k ); 
he si a

umula in (xo; 0): Si haf(xk; yk) = xo
os2( 2�kq ) per 
ui il limite non esiste. Se xo = 0 allora il limite esiste 
ome nelpre
edente 
aso.Da ultimo �e rimasto il 
aso � 2 Q
: Il denominatore non si annulla; Dom(f) = R2nfx 2R2 j y = 0g: �E 
ontinua 
ertamente nei punti 
on ordinata diversa da zero.Consideriamo ora il quadrato di lato � evidenziato dalla �gura

�
�

�
� = ar
tan !2!1
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriaed identi�
hiamo i lati opposti in modo tale 
he se venissero realmente 
ongiunti si otterrebbeuna 
iambella (�e la generalizzazione di quanto si ottiene da un segmento in 
ui si identi�
anogli estremi 
he una volta 
ongiunti danno luogo ad una 
ir
onferenza). Tale insieme, detto torobidimensionale, si indi
a 
on T2:Data ora una 
oppia di numeri reali ! = (!1; !2); 
onsideriamo la appli
azione f!:R2 ! T2data da f!(xo1; xo2)(t) = (xo1 + !1t; xo2 + !2t) (modulo � per entrambe le 
omponenti); In altreparole, prendiamo ad esempio la prima 
oordinata, da xo1 2 [0; �℄; si ottiene xo1 + !1t 
on t 2 Re si individua quell'uni
o punto p del segmento [0; �℄ la 
ui 
oordinata �e data da xo1 + !1t� �k;k 2 Z: Lo stesso si fa 
on la se
onda 
oordinata. Il disegno riporta il 
aso in 
ui !1 = 2 ed!2 = 3: L'insieme f(x; y) 2 T2 j x = xo1 + !1t; y = xo2 + !2tg �e detto \orbita". Se a

ade 
heesistano due valori t1 e t2 tale 
he (!1t1; !2t1) = (!1t2; !2t2) (modulo �) si di
e 
he l'orbita �e
hiusa.Ad esempio nel disegno si ha xo1 = 0; xo2 = 0; !2 = 3; !1 = 2 ed infatti una volta arrivata nelpunto (�; �) l'orbita si �e 
hiusa essendo (�; �) equivalente a (0; 0):De�niamo poi la mappaM :T2 ! V � R2 (Im(M) = V ) M(x01; x02) = (x; y); x = 
os2 x01 y =sin2 x02: Se ora fa

iamo la 
omposizione M Æ f otteniamo una mappa da R in V data da(M Æ f)(t) = (
os2(x1 + !1t); sin2(x2 + !2t)): Si noti 
he Im(M Æ f) 6= Im(M) in quantoIm(f) 6= T2:Il risultato pre
iso 
he dimostriamo �e:Proposizione !2!1 2 Q ) Im (M Æ f) = Im (M Æ f); !2!1 62 Q ) Im (M Æ f) = VOsservazione 1) a parole si pu�o dire 
he se !2!1 62 Q allora Im (M Æf) �e densa in V mentre se �erazionale Im (M Æf) �e un insieme 
hiuso in V 2) Se la mappa f! fosse de�nita per t � to > 0oppure t � to < 0; il risultato della proposizione non 
ambierebbe 3) Nell'eser
izio inquestione si pone !1 = 1 e !2 = � (5:7)Dimostrazionexo1 + !1tk = �k per tk = �k�xo1!1 : 
orrispondentemente a tk si ha x2(tk) = xo2 � !2!1xo1 + !2!1�k:In altre parole, in 
orrispondenza ai valori tk il punto (x1(tk); x2(tk)) si trova sull'insieme A �f(x; y) 2 T2 j x = �; y = ~x2 + !2!1�kg dove ~x2 = xo2 � !2!1xo1:x2(tk) � x2(tk0) = !2!1�(k � k0) e quindi se !2!1 = pq (p e q interi e primi fra di loro) allora perk � k0 = Nq (N intero) si ha x2(tk)� x2(tk0) = �Nqp ossia (x1(tk); x2(tk)) � (x1(tk0); x2(tk0))e qindi l'orbita �e periodi
a.Se !2!1 non �e un numero razionale allora lo stesso ragionamento porta a dire 
he l'orbita non siri
hiude mai su se stessa an
he se 
i�o non signi�
a 
he sia densa.Supponiamo quindi 
he !2!1 non �e razionale. L'eser
izio 8.3*** 
i di
e 
he l'insieme A des
rittoprima �e denso sul segmento verti
ale di as
issa �: Immaginiamo ora di tra

iare, per ogni puntodi 
oordiante (�; x2(tk)); una retta avente per ogni punto la stessa in
linazione pur
h�e non siaverti
ale. Tale fas
io di rette �e denso nel quadrato T2 : Ne segue 
he l'orbita (x1(t); x2(t)) �edensa nel quadrato T2 : Dunque abbiamo dimostrato 
he Im (f) = T2: Essendo M 
ontinuaessa manda sottoinsiemi densi in sottoinsiemi densi e quindi l'immagine se
ondo M di Im (f) �edensa in V: �ne della dimostrazioneDalla dimostrazione segue 
he qualunque sia la 
oppia (xo1; xo2); l'insieme f(x; y) 2 T2 j x =xo1 + !1t; y = xo2 + !2tg �e denso su T2: Quindi l'orbita interse
a il segmento di as
issa �2 : Se lointerse
a una volta lo interse
a in�nite volte e quindi �e data la su

essione x1(tk) = �2 + k� da
ui tk = �2 + k� (prendendo xo1 = 0) e quindi x2(tk) = �2�+�k� := ~x+ ��k (si �e preso xo2 = 0).(5:7) La dimostrazione 
he verr�a esposta �e tratta dal libro V.I.Arnold \Equazioni di�erenziali ordinarie" Edizioni Mirpag.181. La dimostrazione della stessa proposizione si trova nel libro G.Gallavotti \Me

ani
a Elementare" EditoreBoringhieri pag.112 e G.Gallavotti \The Elements of Me
hani
s" Springer Verlag Ed.1=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di IngegneriaEssa �e densa sul sottoinsieme di T2 dato da x = �2 : Dunque dalla su

essione si pu�o estrarreuna sottosu

essione ftkng tale 
he f(x1)kn ; (x2)kng := (tkn ; �tkn ; ) := (�2 + �kn; ~x + ��kn) edinoltre tkn � �2 (modulo �) e (x2)kn ! 0 (modulo �). Ci�o vuol dire 
he 8 " > 0 9 n" j 8 n >n" 9 qn j j�kn� + ~x� �qnj < " ossia j�+ ~xkn � qnkn j < "�kn :Sia dato ora il punto 0 2 R2 e 
onsideriamo la restrizione della funzione alla parabola y = x2ossia f(x; x2) = x
os2 1x+sin2 �x e poniamo x = 1t per 
ui f(1t ; 1t2 ) = 1t 1
os2 t+sin2 �t : Consideriamoinoltre la sottosu

essione di prima f(x1)kn ; (x2)kng; 
os2(tkn) + sin2((x2)2kn) := 
os2(tkn) +sin2(�tkn) = sin2(~x+ ��kn) = sin2(��kn+ ~x� �qn+ �qn) = sin2(��kn+ ~x� �qn) � (�2�kn��2qn + ~x)2:Quindi abbiamo f( 1tkn ; 1t2kn ) = 1�2+�kn 1sin2(��kn��qn+~x) � 1�2+�kn 1(��kn��qn+~x)2 ; se ora prendiano" = 1kn si ottiene 1�2+�kn 1(��kn��qn+~x)2 � 1�2+�kn 11�k2n 
he tende a +1 per n! +1:Nei punti (xo; 0) il risultato �e lo stesso ossia il limite �e +1:4.7 f1(x) : �E 
hiaro 
he nei punti 
he hanno ordinata diversa da zero la funzione �e di�eren-ziabile tutte le volte 
he si vuole. Consideriamo ora i punti 
on 
oordinate del tipo x � (xo; 0)ed indi
hiamo 
on Y + = f(x; y) 2 R2 j y > 0g; Y � = f(x; y) 2 R2 j y � 0g: In base al Teo-rema 7.1 se esiste limx!(xo;0) f1(x) allora esistono e sono uguali i limiti limx!(xo;0) f1 jY +(x) ;limx!(xo;0) f1 jY �(x) essendo (xo; 0) 2 (Y +)0 e (xo; 0) 2 (Y �)0limx!(xo;0) f1 jY �(x) = 1 e Æ" qualsiasi numero positivo per 
ui la funzione pu�o ammetterelimite solo se limx!(xo;0) f1 jY +(x) = 1:Ipotizziamo limx!(xo;0) f1 jY +(x) = xo: Se 
os�� fosse dovremmo dimostrare 
he 8" > 0 9 Æ" j 0 <kx� (xo; 0)k < Æ" ^ x 2 Y + ) jf1(x)� xoj < ": Impostiamo dunque j sin(xy)�xoyy j ed usandolo sviluppo di Taylor 
entrato in y = 0 di sin(xy) 
ome funzione della sola y e 
onsiderando x
ome 
ostante si ottiene sin(xy) = xy � 16x3 
os(x�)y3 dove 0 < � < y (si badi 
he � > 0 inquanto (x; y) 2 Y +). Dunque si ottiene j sin(xy)�xoyy j = j� 16x3 
os(x�)y3+y(x�xo))y j e quindi si pu�otrovare Æ" in 
orrispondenza a ": Infatti maggioriamo jx�xoj+ jxj3y2 e prendiamo jx�xoj � 1;0 < y < 1 da 
ui jx�xoj+ jxj3y2 � jx�xoj+(1+ jxoj)3y � (1+ jxoj)3p2p(x� xo)2 + y2 da 
uiÆ" = "p2(1+jxoj)3 : Tenendo 
onto 
he il pre
edente Æ" era +1 ne ri
aviamo 
he Æ" = "p2(1+jxoj)3 :Abbiamo mostrato 
ome limx!(xo;0) f1 jY +(x) = xo da 
ui si dedu
e 
he il limite pu�o esisteresolo se xo = 1: Quindi 
onsideriamo (xo; yo) = (1; 0): A rigor di logi
a an
ora non abbiamomostrato 
he limx!(1;0) f1(x) = 1 in quanto �no ad ora abbiamo esaminato due restrizionisolamente (an
or
h�e parti
olari): Y + ed Y �: Il Teorema 7.1 parla per�o di qualsiasi restrizione
he abbia (1; 0) 
ome punto di a

umulazione. Sia quindi A � R2 tale 
he (1; 0) 2 A0: Ci�ovuol dire 
he esiste una su

essione di punti fxk; ykg � A tale 
he limk!+1(xk; yk) = (1; 0)per 
ui de�nitivamente px2k + y2k < "p2(1+jxoj)3 : Poi
h�e si ha fxk; ykg � Y + [ Y � ne segue 
helimk!+1 f(xk; yk) = 1:Prima di proseguire �e bene dire due parole sullo sviluppo di Taylor appena s
ritto. Si pu�oosservare 
he il resto veri�
a il limite lim(x;y)!(1;0) 16 jxj3jyj3(x�xo)2+y2 = 0 per 
ui dal Teorema 7.6pag.333, formule 7.31 e 7.32 
on m = 2 si ha 
he xy �e l'uni
o polinomio tale 
he f1(x; y)�xy �e un o{pi

olo di (x� xo)2 + y2 quando (x; y)! (xo; 0): Veri�
hiamo 
he il polinomio ver-i�
ante la relazione lim(x;y)!(1;0) 16 jxj3jyj3(x�xo)2+y2 = 0 e s
aturente dall'eseguire le derivate parzialidella funzione �e esattamente quello s
ritto ossia xy: Detta f(x; y) = sin(xy) si ha �xf =y 
os(xy); �yf = x 
os(xy); �xxf = �y2 sin(xy) �yyf = �x2 sin(xy); �xyf = 
os(xy)�xy sin(xy);�xxxf = �y3 
os(xy); �yyyf = �x3 
os(xy); �xxyf = �2y sin(xy) � y2x 
os(xy); �yyxf =�2x sin(xy) � x2y 
os(xy): Ora dalle derivate �no all'ordine 2 e 
al
olate in (x; y) = (xo; 0)si ottiene xoy+(x�xo)y 
he �e esattamente xy: Nell'ordine le funzioni (x�xo)3; y3; (x�xo)2y;((x�xo)y2 sono tali 
he divise per (x�xo)2+y2 danno 
ome limite zero e quindi si �e riottenuto1=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriaquanto s
ritto prima.Detto xo = (1; 0) si �xf(xo) = 0 essendo �xf(x) = 0 per ogni punto della forma (x; 0): �yf(xo) =limt!0 1t (f(1; t)� 1); il limite sinistro �e nullo in quanto la funzione vale 1 per ordinate negative.Il limite destro d�a limt!0+ 1t ( sin tt � 1) = 0 e quindi �f(1; 0) = 0: Vediamo ora �yf(�; 0) 
on� 6= 1: La derivata sinistra �e nulla mentre quella destra �e limt!0+ 1t ( sin �tt � 1) ed il limite nonesiste.La funzione �e di�erenziabile per y > 0: Per y = 0 ha senso solo per x = 1:limh!0 1khk (f((1; 0)+h)� 1) = limh!0 1khk( sin(1+h1)h2h2 � 1) 6= 0 (si esamini 
osa a

ade lungo lafamiglia di 
urve (h1; h21)):�xf(x) = ( 
osxy y > 00 y � 0 �yf(x) = 8>>><>>>: x 
osxyy � sinxyy2 y > 06 9 y = 0 ^ x 6= 10 (x = 1 ^ y = 0) _ y < 0Cal
oliamo le derivate se
onde. Se y > 0 allora �xxf(x) = �y sinxy; �yyf(x) = �2 xy2 
osxy +sinxyy ( 1y2 � x2); �xyf(x) = �yxf(x) = �x sinxy: Se y < 0 allora �xxf(x) = �yxf(x) = �xyf(x) =�yyf(x) = 0: Se (x; y) = (�; 0); essendo (�xf(� + t; 0)� �xf(�; 0)) � 0; 8 �; t si ha �xxf(x) =limt!0 1t (�xf( �+ t; 0)� �xf(�; 0)) � 0 per ogni � (1 in
luso). Se � 6= 1 
ertamente non possonoesistere �yyf(x) e �xyf(x) in quanto non esiste �yf(x) in quei punti. Vediamo ora �yxf(x) in(�; 0) e � 6= 1: Dobbiamo eseguire �yxf(x) = limt!0 1t (�xf(�; t)��xf(�; 0)) = limt!0 1t �xf(�; t):Ora se t < 0 si ha 0 in quanto �xf(�; t) � 0 e quindi limt!0� 1t �xf(�; t) = 0: Se t > 0 abbiamolimt!0+ 1t �xf(�; t) = limt!0+ 1t 
os �t 
he non esiste e dunque non esiste nean
he �yxf(x) neipunti dell'asse delle x 
on as
issa diversa da 1: �yyf(1; 0) = limt!0 1t (�yf(1; t)� �yf(1; 0)) edil limite sinistro vale zero mentre il limite destro vale �13 per 
ui la derivata non esiste. Si pu�oquindi s
rivere�xxf(x) = ( � y sinxy y > 00 y � 0 �yyf(x) = 8>>><>>>: � 2 xy2 
osxy + sinxyy ( 2y2 � x2) y > 06 9 y = 00 y < 0�xyf(x) = 8><>: � x sinxy y > 06 9 y = 00 y < 0 �yxf(x) = 8><>: � x sinxy y > 06 9 y = 00 y < 04.7 f2(x) : Fuori dall'asse delle ordinate la funzione �e di�erenziabile tutte le volte 
hesi vuole. Se x 6= 0 si ha �xf(x) = yx 
osxy � sinxyx2 ; �yf(x) = 
osxy; �xyf(x) = �y sinxy:Sia ora x = 0: La funzione �e 
ontinua in ogni punto del tipo (0; y) ma la dimostrazione non
onsiste nel far vedere solamente 
he limx!0 sin xyx = y in quanto il pre
edente �e un limiteunidimensionale (ad y �ssato). Indi
ando Y1 = fx 2 R2 j y 6= 0g e Yo = fx 2 R2 j y = 0gabbiamo 
he R2 = Y1 [ Yo e quindi per ogni insieme A � R2 si ha A � Y1 [ Yo: �E 
hiaro
he limx!(0;yo) f jYo(x) = yo e 
he limx!(0;yo) f jY1(x) = yo: La prima �e evidente in quantof jYo(x) = y: La se
onda �e meno evidente. Sviluppando sin(xy) in serie nell'intorno di x = 0 e
onsiderando y 
ome 
ostante abbiamo sin(xy) = xy+o(x2) e quindi sin(xy)x �yo = (y�yo)+ o(x2)xda 
ui si 
on
lude 
he il limite x! 0 �e 0: Se si fosse s
elta la strada di sviluppare se
ondo Taylorla funzione di due variabili sin(xy) nell'intorno di (x; y) = (0; yo) si sarebbe ottenuto esattamentelo stesso polinomio ossia xy: Infatti lim(x;y)!(0;yo) o(x2)x2+y2 = 0 e per l'uni
it�a 
ontenuta nelTeorema 7.6 il polinomio 
he si otterrebbe fa
endo le derivate rispetto ad x ed y �e lo stessoossia xy:Sia ora A � R2 �e tale 
he (0; yo) � A0: Essendo A � Yo [Y1 ne segue 
he limx!(0;yo) f(x) = yo:Derivabilit�a:1=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria�xf(0; yo) = limt!0 1t (f(t; yo)� f(0; yo)) = limt!0 1t ( sin tyot � yo) = limt!0 sin tyo�tyotyo = 0:�yf(0; yo) = 1 infatti limt!0 1t (f(0; t+ yo)� f(0; yo)) = limt!0 1t (t+ yo � yo) = 1 e quindi�xf(x) = 8<: yx 
osxy � sinxyx2 x 6= 00 x = 0 �yf(x) = ( 
osxy x 6= 01 x = 0Le derivate parziali sono 
ontinue ovunque. Infatti lo sono 
hiaramente nei punti 
he non stannosull'asse delle y: Sull'asse delle y; per quanto riguarda �x ; si studia lim(x;y)!(o;yo) jxy 
osxy�sin xyx2 j:Il numeratore �e maggiorabile per jxj < 1 e jy�yoj < 1 
on j(
osxy�1)xy+xy� sinxyj � ajxyj3per una opportuna (e 
al
olabile) 
ostante a(6:7)) (se nel limite (x; y) appartiene all'asse delle xil valore della funzione �e zero) e quindi la derivata parziale �e 
ontinua. Un identi
o dis
orso pu�ofarsi per �y e dunque la funzione �e di�erenziabile ovunque avendo le derivate parziali 
ontinueovunque. �E immediato inoltre osservare 
he�xxf(x) = 8><>: sinxyx ( 2x2 � y2)� 2yx2 
osxy x 6= 0� y33 x = 0 �yyf(x) = (�x sinxy x 6= 00 x = 0�xyf(x) = (�y sinxy x 6= 00 x = 0 �yxf(x) = (�y sinxy x 6= 00 x = 04.7 f3(x) : �E 
hiaro 
he la funzione �e 
ontinua in tutti i punti 
he non stanno sull'asse delleas
isse.Sia ora xo = (xo; 0) un punto dell'asse delle x: Consideriamo ora la funzione f(x) � �x2 :Appli
ando la de�nizione di 
ontinuit�a 8 " 9 Æ" t:
: kx�xok < Æ" ^ y � 0 ) jf(x)�f(xo)j < "si ottiene 
he jf(x)� f(xo)j = j � x2 + xo2 j < " diventa jx�xo2 j < " e quindi Æ" = 2":Consideriamo ora la funzione f(x) � 1�exy22y2 : Dobbiamo studiare l'espressione j1�exy22y2 + xo2 j: Ilnumeratore si ris
rive 
ome 1� e(x�xo)y2+xoy2 = 1� (1+xoy2+o(y2))(1+y2(x�xo)+o(y2)) =xoy2 + o(y2) e quindi lim(x;y)!(xo;0) 1�exy22y2 + xo2 = 0:Quindi si arriva a jf(x) + xo2 j < " 
ertamente per kx � xok < Æ(1)" ^ y > 0: Prendendo il pi�upi

olo fra Æ" e Æ(1)" si ha la 
ontinuit�a.Derivabilit�a: Certamente fuori dall'asse x; �xf(xo; 0) = �12 
hiaramente.�yf(x+o ; 0) = limt!0+ 1t (1�et2xo2t2 + xo2 ) = 0 e �yf(x�o ; 0) = limt!0� 1t (�xo2 + xo2 ) = 0 e quindi lafunzione �e derivabile an
he sull'asse delle x:Di�erenziabilit�a: in questo 
aso eseguiamo il limite limh!0 (f(xo+h)�f(xo)��f(xo)�h)khk : h �e unvettore 
entrato in (xo; 0) e se h2 > 0 allora si ha limh!0(1�eh22(xo+h1)2h22 + xo2 + 12h1) 1khk =limh!0(1�eh22(xo+h1)2h22(xo+h1) (xo + h1) + xo2 + 12h1) 1ph21+h22 = 0: Se h2 � 0 allora l'argomento del limite �eidenti
amente nullo da 
ui la di�erenziabilit�a ovunque.4.7 f4(x) : Nei punti 
he non stanno sugli assi la funzione �e di�erenziabile. Sia ora P =(xo; 0) e 
ambiamo 
oordinate x = xo + �; y = � dimodo
h�e il limite �e stavolta per � ! 0 ed� ! 0 (
ome y del resto per 
ui las
iamo y nel prosieguo).jf(x)�f(0)j = jf(xo+�; y)j = j(xo+�)2 ar
tan yxo+� �y2 ar
tan xo+�y j � jyjjxo+�j (xo+�)2+y2 �2 �� �2 y2 + jyjjxo + �j: Se jyj � 1 e � � jxoj allora si pu�o maggiorare 
on jyj(2jxoj+ �2 ) � (2jxoj+�2 )p�2 + y2 per 
ui Æ" = minf1; jxoj; "2jxoj+�2 g: Essendo f(x; y) = �f(y; x) la dimostrazione valean
he per i punti 
he stanno sull'asse delle y:(6:7) Lo studente/ssa dovrebbe 
al
olarla o meglio darne una stima1=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di IngegneriaDerivabilit�a. �xf(x) = �y + 2x ar
tan yx e �yf(x) = x � 2y ar
tan xy nei punti (x; y) in 
uix 6= 0 ^ y 6= 0: Se (x; y) = (xo; 0) e volendo 
al
olare la derivata direzionale generi
a si ha�hf(xo; 0) = limt!0 1t [f(xo + th1; th2)� f(xo; 0)℄ == limt!0 1t h(xo + th1)2 ar
tan th2xo+th1 � t2h22 ar
tan xo+th1th2 i == limt!0 1tx2o th2xo+th1 = xoh2 e quindi �hf(xo; 0) = xoh2 ) �xf(xo; 0) = 0 e �yf(xo; 0) = xo:�xf(x) = 8<:�y + 2x ar
tan yx x 6= 0� y x = 0 �yf(x) = 8<:x� 2y ar
tan xy y 6= 0x y = 0Si pu�o veri�
are 
he le derivate parziali sono 
ontinue sugli assi 
artesiani per 
ui la funzione �edi�erenziabile an
he sugli assi 
artesiani. Bisogna far vedere 
helimx!(xo;0) �yf(x) = xo e limx!(0;yo) �yf(x) = 0: Essendoj�yf(x) � xoj = jx � xo � 2y ar
tan xy j � " per p(x� xo)2 + y2 � Æ" la 
ontinuit�a in (xo; 0) �edimostrata. Un analogo argomento (an
he pi�u fa
ile) 
onsente di dimostrare 
he �yf �e 
ontinuain (0; yo) e quindi �e ivi 
ontinua an
he �xf:Per quel 
he riguarda le derivate se
onde si ha�xxf(x) = 8<:� 2xyx2 + y2 + 2ar
tan yx xy 6= 0 _ y = 06 9 x = 0 ^ y 6= 0�yyf(x) = 8<:�2 ar
tan xy + 2xyx2 + y2 xy 6= 0 _ x = 06 9 y = 0 ^ x 6= 0�yxf(x) = 8<: x2 � y2x2 + y2 y 6= 0 _ (y = 0 ^ x 6= 0)� 1 x = 0 ^ y = 0�xyf(x) = 8<: x2 � y2x2 + y2 x 6= 0 _ (x = 0 ^ y 6= 0)1 x = 0 ^ y = 0Se ne dedu
e 
he �xyf(0) = +1 = ��yxf(0) per 
ui le derivare miste non sono uguali nell'origine.Inoltre si ha�xxxf(x) = 8><>: �4y3(x2 + y2)2 x 6= 06 9 x = 0 �yyyf(x; y) = ��xxxf(y; x) = 8><>: 4x3(x2 + y2)2 y 6= 06 9 y = 0�yxxf(x) = 8><>: 4xy2(x2 + y2)2 x 6= 06 9 x = 0 �xyyf(x; y) = ��yxx(y; x) = 8><>: �4yx2(x2 + y2)2 y 6= 06 9 y = 0�xyxf(x) = 8><>: 4xy2(x2 + y2)2 x 6= 0 ^ y 6= 00 x = 0 _ y = 0 �yxyf(x) = 8><>: �4yx2(x2 + y2)2 y 6= 0 ^ x 6= 00 x = 0 _ y = 01=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria�yyxf(x) = 8><>: �4x2y(x2 + y2)2 x 6= 0 ^ y 6= 00 x = 0 _ y = 0 �xxyf(x) = 8><>: 4xy2(x2 + y2)2 x 6= 0 ^ y 6= 00 x = 0 _ y = 0Cal
oliamo ad esempio �yxxf(xo; 0) = limt!0 1t (�xxf(xo+t; 0)��xxf(xo; 0)) = limt!0(0�0) = 0e �xyxf(0; yo) = limt!0 1t (�yxf(t; yo)� �yxf(0; yo)) = limt!0( t2�y2t2+y2 + 1) = limt!0 1t 2t2t2+y2 = 04.7 f5(x) : Poi
h�e limx!0 f(x; x� x3) = �1 la funzione non �e 
ontinua nell'origineLa funzione �e utile per mettere in evidenza un errore 
ommesso sovente dallo studente alle primearmi. Pu�o infatti a

adere 
he si s
elga di passare a 
oordinate polari ottenendo la seguentestima per x 6= 0 jf(x)j � �=j sin � � 
os �j; a questo punto sarebbe un errore passare al limiteper � ! 0 
on
ludendo 
he il limite �e zero ed indi
ando 
ome 
ontinua in x = 0 la funzione.In tal modo si tralas
ia di 
onsiderare 
he il denominatore pu�o annullarsi. Ci�o 
he sembra farfunzionare la dimostrazione della 
ontinuit�a �e il fatto 
he a numeratore vi �e una potenza positivadi �: In realt�a �e per�o impossibile maggiorare ulteriormente �j 
os ��sin �j eliminando la dipendenzada � ed infatti la funzione non �e 
ontinua.4.7 f6(x) : Se (x; y) 2 fx 2 R2 j y < 0 _ (y > 0 ^ x 6= 0)g allora la funzione �edi�erenziabile. Infatti se y < 0 allora la funzione �e identi
amente nulla in un intorno del puntoe dunque �e di�erenziabile.Se y > 0 allora yx2 �e di�erenziabile e et �e derivabile 
ome funzione di una variabile e dunquee� yx2 �e di�erenziabile. Comin
iamo da p = (0; yo) (yo > 0 
hiaramente).Continuit�a: 8 " > 0 9 Æ" t.
. k(x; y) � (0; yo)k < Æ" ) jf(x; y) � f(0; yo)j < ": Essendote�t � 1 per ogni t � 0 si ha ye� yx2 � x2 � x2 + y2 e quindi Æ" = ": Se (x; y) = (0; y)allora f(0; y) = f(0; y) = 0 e quindi Æ" = " va ugualmente bene in quanto se jyj < Æ" si haf(0; y)� f(0; yo) = 0 < ":Derivabilit�a: Chiaramente �yf(0; yo) = 0: La derivata parziale rispetto ad x d�a �xf(0; yo) =limt!0(f(t; yo)� f(0; yo)) = limt!0 1t yoe� yot2 = 0 usando la maggiorazione di prima.Di�erenziabilt�a: (sempre in (0; yo) 
hiaramente e yo > 0). Sia h = (h1; h2) un vettore in R2 tale
he khk � jyoj in quanto vogliamo 
he il punto (0; yo)+h stia nel semipiano superiore. Dobbiamostudiare quindi limh:!0 khk�1�f(h1; yo + h2) � f(0; yo)�: Il modulo pu�o essere maggiorato 
on(usando t2e�t � 1 per 0 � t � to e to 
al
olabile e jyo + h2j � 12 jyoj per jh2j � 12 jyoj)jh1j�1jyo+h2je� yo+h2h21 � jyo+h2jjh1j2 h41jyo+h2j2 
he a sua volta �e maggiorabile 
on 2h21jyoj 
he tende a zeroquando khk ! 0: Dunque in P = (0; yo) e yo 6= 0 la funzione �e di�erenziabile.Sia ora P = 0: La maggiorazione jh2j � 12 jyoj non �e realizzabile e quindi bisogna tornare allostudio di limh!0 1khk (f(h)� f(0)� �f(0) �h): �E evidente 
he �f(0) = 0 per 
ui il limite diventalimh!0 1khkf(h): Se h2 � 0 la pre
edente espressione vale 0 per ogni valore di h1 per 
ui si pu�odire 
he se h2 � 0 e khk qualsiasi valore si ha limh!0 1khk jf(h)j < ":Se inve
e h2 > 0 allora il limite diventa limh!0 h2khke� h2h21 = limh!0 h2h21 h21khke�h2h21 �� limh!0 h21khkL � limh!0 h21jh1jL � limh!0 jh1jL = 0 dove L = maxx>0 xe�x: Ne segue 
he 
he sekhk < "L si ha 1khk jf(h)j < " per 
ui Æ" = "L : Dunque la funzione �e di�erenziabile nell'origine equindi �e ivi an
he 
ontinua.Rimangono da studiare i punti del tipo (xo; 0) 
on xo 6= 0: Si veri�
a fa
ilmente 
he la funzione�e di�erenziabile an
he in quei punti.4.7 f7(x) : Cambiamo variabili1=di
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os �y = � sin � 8<: � =px2 + y2� = ar
tan yx + k�; k 2 Z; se � 2 (��2 + k�; �2 + k�)e nelle nuove variabili la funzione si s
rivef(x(�; �); y(�; �)) := F (�; �) = ( e �11��2 � < 10 � � 1e quindi F dipende solo da �: La 
ontinuit�a, 
he nelle variabili (x; y) sarebbe limh!0(f(xo +h) � f(xo)) = 0; nelle variabili (�; �) diventa lim�!�o(F (�) � F (�o)) = 0 dove kxok = �o ekxo + hk = �: Se �o < 1 oppure �o > 1 il limite fa 
hiaramente 0 in quanto sono interessate duediverse funzioni ambedue 
ontinue. Se �o = 1 si ha lim�!1� e �11��2 = 0 e quindi la funzione �e
ontinua.Per quanto 
on
erne la derivabilit�a bisogna studiare i limiti limt!0 1t (f(xo + tv)� f(xo)) dovekvk = 1 e xo = (�o 
os �o; �o sin �o) mentre v = (
os�; sin�): Per 
ome �e fatta la funzione se�o > 1; prendendo jtj < �o � 1; si ha 
he kxo + tvk > 1 e quindi il limite fa 
hiaramente 0 edanalogamente se �o < 1: Se �o = 1 si ottiene f(xo+tv) = F (kxo+tvk2) = F (kxok2+ jtj2+2t(xo �v) = F (�2o + t2 + 2t�o(
os �o 
os�+ sin �o sin�)) = F (1 + t2 + 2t 
os(�o � �)): La derivabilit�a sitradu
e in limt!0 1tF (1 + t2 + 2t 
os(�o � �)): Se 
os(�o � �) > 0 allora kxo + tvk < 1 per t < 0e kxo + tvk > 1 per t > 0: In tal 
aso 1tF (1 + t2 + 2t(
os �o 
os� � sin �o sin�)) � 0 per t > 0mentre per t < 0 si ha 1t e 1(1+t2+2t 
os(�o��))�1 = 1t e 1t2+2t 
os(�o��) 
he tende a zero per t! 0�:Se 
os(�o � �) < 0 allora kxo + tvk < 1 per t > 0 e kxo + tvk > 1 per t < 0: In tal 
aso 1tF (1 +t2 + 2t(
os �o 
os� � sin �o sin�)) � 0 per t < 0 mentre per t > 0 si ha 1t e 1(1+t2+2t 
os(�o��))�1 =1t e 1t2+2t 
os(�o��) ! 0 per t! 0+:Se 
os(�o � �) = 0 allora kxo + tvk > 1 per ogni valore di jtj e la funzione diventa 1tF (1 + t2) =1t e 1t2 ! �1 per t! 0�:Ne segue 
he dato un punto xo tale 
he kxok = 1 non esiste la derivata nella direzione ortogonaleal vettore xo (si sta qui indi
ando 
on lo stesso simbolo tanto il punto di 
oordinate xo = (xo; yo)quanto il vettore 
he ha 
ome punto di appli
azione l'origine e 
ome estremo il punto xo).La funzione �e di�erenziabile per �o 6= 1mentre non lo �e per �o = 1: Il seguente disegno esempli�
ala situazione
x

x2 + y2 = 4
A

B P 0 PO
��!OP 0 � xo ��!P 0P � tv1 ��!OP � xo + tv1 dP 0OA = 45Æ��!P 0Q � tv2 ��!OQ � xo + tv2 dPP 0Q = �45Æ0 < dPOA < 45Æ A � (2; 0) B � (0; 2)Q

4.7 f9(x) : La funzione �e x3 + 2y2 sull'insieme fx 2 R2 j x � 0 ^ jyj � x3=2g: x3 + 2y2 =x3+ y4 per x = (0; 0); x = (2 23 ;�p2): �E fa
ile mostrare 
he in tali punti la funzione �e 
ontinua.Dunque la funzione non �e 
ontinua nei punti 
he stanno sulle 
urve di equazione jyj = x 32 e 
hehanno as
issa positiva ma diversa da 0 e 2 23 :Derivabilit�a. In (0; 0) per la derivata rispetto ad x si ha: limt!0+ 1t (f(t; 0) � f(0; 0)) =limt!0+ 1t t3t = 0 e limt!0� 1t (f(t; 0) � f(0; 0)) = limt!0+ 1t t3t = 0: Per quella rispetto ad ysi ha limt!0 1t (f(0; t)� f(0; 0)) = limt!0 1t t4t = 0:1=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di IngegneriaIn (2 23 ; 2) = (xo; yo) si ha �yf(xo; y�o ) = limt!0� 1t (f(xo; yo + t)� f(xo; yo)) = limt!0� 1t (x3o +2(yo + t)2 � x3o � 2y2o) = 4yo�yf(xo; y+o ) = limt!0+ 1t (f(xo; yo + t) � f(xo; yo)) = limt!0+ 1t (x3o + (yo + t)4 � x3o � 2y2o) =limt!0+ 1t (y4o � 2y2o + 4ty3o) = 4y3o per 
ui la funzione non �e derivabile. Essendo simmetri
arispetto alla trasformazione x ! x e y ! �y lo stesso risultato lo si ottiene per il punto(xo;�yo): Inoltre si ha, ma non lo dimostriamo, 
he �xf(x+o ;�yo) = �xf(x�o ;�yo) per 
ui lafunzione ha la derivata parziale rispetto all'asse x:Di�erenziabilit�a. Essendo limh!0 1khk (h31 + 2h22) = limh!0 1khk (h31 + h42) = 0 la funzione �edi�erenziabile in (0; 0):Per quanto 
on
erne la 
on
avit�a si pu�o dire 
he per jyj < x3=2 (x > 0;) la matri
e hessiana �e� 6x 00 4� e quindi �e de�nita strettamente positiva. Dunque nell'insieme fy2 < x3g la funzioneha la 
on
avit�a rivolta verso l'alto (�e 
onvessa se
ondo la de�nizione del libro di testo).Se y2 > x3 allora la matri
e hessiana �e � 6x 00 12y2� ; e per y = 0 si pu�o solo avere x < 0:Dunque per x > 0 e y 6= 0 la 
on
avit�a �e rivolta verso l'alto mentre se x < 0 e y 6= 0 i punti nonhanno 
on
avit�a de�nita.Se ora 
i mettiamo in un punto P � (xo; 0) 
on xo < 0 la matri
e hessiana �e � 6x 00 0� ; 
he �esemide�nita negativa ma la 
on
avit�a non �e de�nita. Infatti vediamo 
he il piano tangente haequazione z(x) = x3o+3x3o(x�xo) e quindi si ha f(x) = z(x)+ (x�xo)2(3xo+(x�xo))+ y4 da
ui se si �ssa y = 0 e 
i si muove lungo l'asse delle x di una quantit�a pi

ola (tanto pi�u pi

olaquanto pi�u xo �e vi
ino a 0) si ha f(x) < z(x) mentre se si �ssa x = xo e 
i si muove lungo l'assex = xo si ottiene f(x) > z(x) e quindi e�ettivamente se ne 
on
lude 
he in P la 
on
avit�a non�e de�nita.Una analisi a parte �e ne
essaria per i punti 
he stanno sulle funzioni y = �x3=2: In (0; 0) lafunzione �e di�erenziabile ma non �e due volte di�erenziabile per 
ui non ha senso s
rivere lamatri
e hessiana nell'origine. Il piano tangente �e dato da z(x) = 0 da 
ui segue 
he la funzione,per ogni (x; y) 2 fy2 � x3g; f(x) � y2 e quindi sta sopra il piano tangente nell'origine mentrese y2 > x3 la funzione sta sopra o sotto il piano tangente a se
onda 
he 
i si muova lungo l'assedelle y oppure delle x e quindi la 
on
avit�a non �e de�nita.Se y = �x3=2 x 6= 0; x 6= 22=3 non pu�o esistere un intorno per quanto pi

olo in 
ui la funzioneha 
on
avit�a de�nita in quanto non �e ivi 
ontinua ed il Teorema 7.7 
i di
e 
he se la funzione �e
onvessa �e 
ontinua (vedi l'eser
izio 27.7***). La stessa 
osa avviene sui punti del tipo (x;�x3=2)e x 6= 22=3 in quanto non �e possibile ri
avare un insieme aperto 
ontenente quei punti in 
uila funzione �e 
ontinua. Peraltro la stessa 
onsiderazione poteva farsi per l'origine ed il 
ontoe�ettuato non fa altro 
he 
onfermare quanto detto dal Teorema 7.7.4.7 f10(x) : Basta s
rivere la funzione 
ome R y0 dz sin 1z � R x0 dz sin 1z ed osservare 
heR y0 dz sin 1z �e derivabile in x per ogni valore x = 0 
ompreso. La dimostrazione 
he �e derivabilean
he in x = 0 si trova nella risoluzione dell'eser
izio 22.8.6.7 1) Essendo la funzione di�erenziabile si ha Dv�(x; y) = 
os��xf(x) + sin��yf(x) equindi Dv�(x; y) = 
os�(4x�y)+sin�(2y�x) e se x = (�1; 2) si ottiene q(�) := 5 sin��6 
os�:q0(�) = 5 
os� + 6 sin� = 
os�(5 + 6 tan�) e quindi la funzione ha un minimo per � =ar
tan(�56 ): 
os� = 6p61 mentre sin� = �5p61 da 
ui v� = 1p61(6;�5)Poi
h�e Dv�(x; y) = �f(x) � v� e tale espressione �e minima quando v� �e diretto se
ondo �f(x)ma ha verso opposto. Dunque essendo �f(�1; 2) = (�6; 5) si ha 
he il vettore 
orrispondentealla derivata direzionale minima �e dato da 1p61 (6;�5)1=di
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a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di IngegneriaIl determinante della matri
e hessiana �e 8��2 mentre la tra

ia �e 6 per 
ui se �2p2 � � � 2p2;usando il punto i) del Teorema 7.11, la funzione ha la 
on
avit�a rivolta verso l'alto ossia lafunzione �e 
onvessa se
ondo la de�nizione data all'inizio del 
apitolo 7.6). Se j�j < 2p2la 
on
avit�a non �e de�nita.Se �2p2 < � < 2p2 la funzione �e strettamente 
onvessaSe j�j = �2p2 si ha f(x) = (p2x � y)2 e la 
on
avit�a �e rivolta verso l'alto. Infatti basta
ambiare 
oordinate nel seguente modo x0 = x; y0 = p2x � y e la funzione diventa (y0)2 da
ui il risultato. Va detto per�o 
he se � = �2p2 la retta di equazione y = p2x �e una rettaogni punto della quale 
ostituis
e un minimo di ordinata 0 per la funzione (essendo la funzionedi�erenziabile su ogni minimo il gradiente �e nullo). Ogni altro punto 
he non sta sulla retta haordinata positiva. Se � = 2p2 la retta diventa y = �p2x: La esistenza di tale rette �e la ragioneper 
ui se �2p2 � � � 2p2 allora la funzione �e 
onvessa e non strettamente 
onvessa. Infatti ilpiano di equazione z = 0 �e tangente alla funzione nel punto (0; 0) e "to

a" la funzione in tuttii punti della retta y = �p2x: La relazione di 
onvessit�a f(x) � f(0)+ �f(0)x diventa f(x) � 0senza la possibilit�a di avere maggiore stretto.Si pu�o altres�� dire 
he la esistenza della retta y = p2x sulla quale la funzione assume lo stessovalore minimo �e motivo suÆ
iente per a�ermare 
he il determinante della matri
e hessiana �enullo ossia 
he almeno uno degli autovalori �e nullo. Sia infatti x = (x;p2x) un punto dellaretta in questione e sia h un vettore tale 
he x + h appartiene alla stessa retta. Abbiamof(x+h) = f(x)+�f(x) �h+ 12(h;H(x)h)+o(khk2) = 12 (h;H(x)h)+o(khk2) = 0 per khk ! 0 eh = �(1;p2)p3; : Ne segue 
he (h;H(x)h) = 0: La matri
e �e simmetri
a per 
ui de
omponiamoh se
ondo i suoi autovettori ossia h = 
1v1 + 
2v2 (
1 � 
2 6= 0) 
orrispondenti agli autovalori�1 e �2: (h;H(x)h) = 
21�1 + 
22�2 = 0 (gli autovettori sono normalizzati ad 1). Dobbiamosubito s
artare l'ipotesi 
he �1 � �2 > 0 e �1 � �2 < 0 in quanto �e 
ontraddetta nei fatti. Rimane�1 � �2 = 0 
he 
ontempla i seguenti sotto
asi: 1) �1 = 0; 
2 = 0; 
1 6= 0; 2) �2 = 0; 
1 = 0;
2 6= 0; 3) �1 = �2 = 0: Ne segue 
he almeno uno degli autovalori �e nullo.2) �xf(x; y) = 2(x+ y)� 4x3; �yf(x; y) = 2(x+ y)� 4y3; �xxf(x; y) = 2� 8x2; �yyf(x; y) =2� 8y2; �xyf(x; y) = 2: Gli uni
i punti 
riti
i sono (0; 0); (1; 1) e (�1;�1): La matri
e hessiana�e � 2� 8x2 22 2� 8y2� ; il suo determinante �e D(x; y) = (2 � 8x2)(2 � 8y2) � 4: D(1; 1) > 0e D(�1;�1) > 0 per 
ui sono dei massimi essendo �xxf(1; 1) = �6 = �xxf(�1;�1) = �6:Essendo D(0; 0) = 0 non possiamo dire nulla se non 
he non pu�o essere un massimo in quantouno degli autovalori della matri
e �e � = 4: Si

ome f(x; x) = 4x2 � 2x4 e f(x;�x) = �2x4segue 
he �e una sella.7.7 i) �xf(1; 1) = �x��1y� +2j(1;1) = 2+�; �yf(1; 1) = �y��1x�j(1;1) = � e quindi il pianotangente �e z = (2 + �)x+ �y + 1� �� � ii) �xxf(x) = �(�� 1)x��2y�; �yyf(x) = �(� �1)y��2x�; �xyf(x) = ��x��1y��1; �yx = �xy: Tenendo in mente la matri
e 2 � 2 �A BC D� ;la matri
e hessiana �e tale 
he A = �xxf; B = �xyf; C = �yxf; D = �yyf: Il suo primo termine�e positivo. Infatti �(� � 1) > 0 in quanto � < 0 ed inoltre x��2y� > 0 se x appartiene ad unintorno abbastanza pi

olo del punto (1; 1): Il determinante �e x2��2y2��2��(1 � � � �) ed �epositivo per le stesse ragioni. Dunque la funzione ha la 
onvessit�a rivolta strettamente verso l'altoin ogni punto dell'insieme k(x; y)� (1; 1)k < 12 : iii) L'eser
izio 
hiede in prati
a di trovare ivalori di � e � per 
ui la funzione ha la 
on
avit�a rivolta strettamente verso il basso in un intornodel punto (1; 1): La relazione f(x) < ax+ by+ 
 in prati
a �e f(x) < f(xo)+ �f(xo)(x� xo) 
onxo = (1; 1): Basta 
he sia �(�� 1) < 0 e ��(1� �� �) > 0 da 
ui il risultato.I 
asi � = 0; � = 0; e � � � > 0 � + � = 1 vanno 
onsiderati separatamente. Infatti in questi
asi la matri
e hessiana ha determinante nullo ed il Teorema 7.11 ii) nulla 
i di
e sulla sua
on
avit�a o 
onvessit�a stretta. Se � = 0 deve veri�
arsi la relazione y� < �y + 1 � � 
he �e1=di
embre=2008; Es
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ertamente vera per 0 < � < 1 ed analogamente per � = 0: Tale relazione 
i di
e 
he la funzioney� ha la 
on
avit�a strettamente rivolta verso il basso in un intorno di y = 1:La stessa 
osa a

ade se � = 0Se inve
e 0 < � + � = 1 deve veri�
arsi la relazione x�y1�� < �x + (1 � �)y 
he per x = yopportuni in un qualsiasi intorno di (1; 1) non �e vera. Quindi non pu�o esistere l'intorno U 3 (1; 1)tale 
he f(x) < ax+ by + 
 per x 2 Unf(1; 1)g:8.7 i): dobbiamo risolvere la disequazione j1� xyey�x2 j < " al variare di (x; y) in un intornodel punto (1; 1): j1�xyey�x2 j < j1�(x�1)ye1�x2ey�1�ye1�x2ey�1j = j1�(x�1)ye1�x2ey�1�(y � 1)e1�x2ey�1 � e1�x2ey�1j �� j1� xyey�x2 j+ jx� 1j jyje1�x2ey�1 + jy� 1je1�x2ey�1: Ora ey�1 = 1+ (y � 1) + 12e
(y � 1)2e prendendo 0 < y < 2 si ha �1 < 
 < 1 per 
ui e
 < e: Inoltre e1�x2 = 1+(1�x2)+ 12eb(1�x2)2e prendendo 0 < x < 1 si ha 1 < b < 3 per 
ui eb < e3:e1�x2ey�1 = 1 + (y � 1) + (1 � x2) + 12e
(y � 1)2e1�x2 + 12eb(1 � x2)2ey�1 da 
ui dis
ende lastimaj1 � e1�x2ey�1j � jy � 1j + j1 � xjj1 + xj + 12e4(y � 1)2 + 12e4(1 � x2)2 � jy � 1j + 3j1 � xj +12e4(y � 1)2 + 129e4(1� x)2 � (1 + e42 )jy � 1j+ (3 + 92e4)j1� xj e quindij1�xyey�x2 j � (1+ e42 )jy�1j+(3+ 92e4)j1�xj+2e4jx�1j+e4jy�1j �p(x� 1)2 + (y � 1)22p2(3 + 2e4 + 92e4) < " sep(x� 1)2 + (y � 1)2 < "2p2(3+2e4+ 92 e4) e quindi Æ" = minf "2p2(3+2e4+ 92 e4) ; 1g:ii): �xf(x) = �yey�x2 + 2x2yey�x2 = 0 ossia 2yx2 � y = 0 e quindi y = 0 oppure x = � 1p2 :�yf(x) = �xey�x2 � xyey�x2 = �xey�x2(1 + y) = 0 e quindi se y = 0 si ha x = 0 mentre sex = � 1p2 si ha y = �1: �xxf(x) = 2xyey�x2(�2x2 + 3); �yyf(x) = �xey�x2(2 + y); �xyf(x) =�ey�x2(1 + y)(2x2 � 1): La matri
e hessiana 
al
olata in (0; 0) d�a H(0; 0) = � 0 �1�1 0 � ; edessendo il determinante minore di zero l'origine �e un punto di sella. Inoltre nei due altri punti
riti
i si ha H(� 1p2 ;�1) =  � 4p2e� 32 00 � 4p2e� 32 ! ; ossia altre due selle.iii): z = e�2 � (x� 1)e�2 e quindi �e un piano parallelo al piano individuato dagli assi x e z:iv) f(x) = Pjkj�0 1k! �jkjf�xk jxo(x� xo)k ed alla lu
e di tale formula si ha f(x) = �xy(1 + y) +o(jxj3): La formula pre
edente va interpretata nel seguente modo: se k = (k1; k2; : : : ; kl) �e unvettore ad l 
omponenti intere o nulle dove l �e il numero di variabili della funzione in questione,si de�nis
ejkj =Pli=1 ki; Pjkj�1 =Pjkjk1=1Pjkj�k1k2=1 Pjkj�k1�k2k3=1 : : :Pjkj�jk1j�jk2j�:::�jkl�2jkl�1=1 ;1k! = 1k1!k2!���kl!�jkjf�xk = �k1+k2+:::+klf�xk11 �xk22 :::�xkll ; (x� xo)k = (x1 � (xo)1)k1(x2 � (xo)2)k2 : : : (xl � (xo)l)kl9.7 Si ha E(a; b) =Pni=1[axi + b� yi℄2; vogliamo minimizzare tale funzione rispetto ad a e bper 
ui Ea = 2Pni=1 xi[axi + b � yi℄ = 0; Eb = 2Pni=1[axi + b � yi℄ = 0 ed inoltre 
al
oliamoEaa = 2Pni=1 x2i ; Ebb = 2n; Eab = 2Pni=1 xi; per 
ui la matri
e hessiana non dipende da a e bed il suo determinante �e 4nPni=1 x2i � 4(Pni=1 xi)2 e 
ir
a il segno di tale espressione pu�o essereutile l'eser
izio 1.1.3 -quinto del gruppo- da 
ui si evin
e 
he �e positivo. Essendo Eaa positivose ne 
on
lude 
he tutti gli eventuali punti 
riti
i della funzione sono dei minimi (essendo ilsistema Ea = Eb = 0 lineare in a e b si avr�a un uni
o punto 
riti
o). La soluzione �e data da1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 29



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriab = 1n (Pni=1 yi � aPni=1 xi) e a = Pni=1 xiyi� 1nPni=1 yiPni=1 xiPni=1 x2i� 1n (Pni=1 xi)2 : Se si indi
a 
on x� = 1nPni=1 xie y� = 1nPni=1 yi si ha 
he b = y� � ax�:10.7 f(0; y) = y2 da 
ui l'origine �e un minimo su tale restrizione. f(x;mx) = x2(3x2�4mx+m2); f 0(x) = 2x(6x2 � 6mx+m2) da 
ui la funzione �e de
res
ente per x < 0 _ x�(m) < x <x+(m) dove x� = 3m�p3m26 e 
res
ente per 0 < x < x�(m) _ x > x+(m) da 
ui viene fuori 
hela funzione di x ottenuta ha un minimo nell'origine. Del resto s
rivendo f(x) = (2x2� y)2� x4e dunque si pu�o risolvere la disequazione f(x) > 0 ossia (2x2 � y)2 > x4 ossia j2x2 � yj > x2:Se 2x2 > y la disequazione diventa 2x2 � y > x2 e quindi y < x2 da 
ui si evin
e 
he sex 2 fx 2 R2 j y < x2g allora f(x) > 0: Se inve
e 2x2 < y allora la disequzione diventa�2x2 + y > x2 ossia y > 3x2 e quindi se x 2 fx 2 R2 j y > 3x2g f(x) > 0: Dunque sex 2 fx 2 R2 j x2 < y < 3x2g f(x) < 0: Ne segue 
he la funzione ha in (0; 0) una sella. Questoesempio rientra nel punto vi) del Teorema 7.13) essendo la matri
e hessiana semide�nitapositiva.11.7 �xf(x) = y(1� y2 � 3x2); �yf(x) = x(1� x2 � 3y2); �xxf(x) = �6xy; �yyf(x) = �6xy�xyf(x) = 1�3x2�3y2 �xf(x) = 0 per y = 0 oppure y2 = 1�3x2: Se y = 0 dalla derivata rispettoad y otteniamo x(1�x2) = 0 ossia x = 0 e x = �1 per 
ui i punti 
riti
i sono dati da P = (0; 0);R+ = (1; 0); R� = (�1; 0): Se y2 = 1�3x2 si ha inve
e 1�x2�3(1�3x2) = 0 ossia x = �12 per
ui i punti 
riti
i sono dati da P1 = (12 ; 12 ); P2 = (�12 ; 12); P3 = (�12 ; �12 ); P4 = ( 12 ; �12 ): Dallamatri
e hessiana viene fuori 
he P1 e P3 sono dei massimi relativi e f(P1) = f(P3) = 18 mentreP2 e P4 sono dei minimi relativi e f(P2) = f(P4) = �18 : R� e Q� sono selle. Essendo f(1; 1) =f(�1;�1) = �1 < �18 sono punti di minimo assoluto mentre f(1;�1) = f(�1; 1; ) = 1 > 18 equindi sono massimi assoluti. Si noti 
he i verti
i del quadrato non sono punti 
riti
i.12.7 Basta fare le derivate ed esaminare la matri
e hessiana. Per il punto (0; 0) di f5 ildeterminante �e nullo ma basta osservare 
he x4 + y4 � 2x2y2 per minorare.....13.7 i) Continuit�a: uguagliando le due funzioni si ottengono 
ome uni
i punti (0; 0) e (1; 1)ed inoltre impostando i 
al
oli 
he in questo 
aso eviteremo si ha la 
ontiuit�a in quei punti.Dunque la funzione �e 
ontinua in fx 2 R2 j y 6= xg [ f(0; 0)g [ f(1; 1)gg:ii) z = 5x� 2y + 4 (la funzione da 
onsiderare �e �2x2 + 3xy � 2y2).iii) Vediamo se la funzione �e derivabile in (0; 0) (si badi 
he an
he qualora lo sia 
i�o non �esuÆ
iente a dire 
he esiste il piano tangente in quanto la funzione deve essere di�erenziabile). Laderivata destra rispetto ad x in (0; 0) �e limt!0+ 1t f(t; 0) = limt!0+ 1t (4t� 2t2) = 4 = �xf(0; 0+)mentre �xf(0; 0�) = limt!0� 1t (�2t2) = 0 per 
ui la funzione non �e derivabile nell'origine.iv) Se y > x si ha �xf = �4x + 3y; �yf = 3x � 6y; �xxf = �4; �yyf = �6; �xyf = 3 da 
uiviene fuori 
he la matri
e hessiana non dipende dal punto ed �e uguale a ��4 33 �6� ; il 
uideterminante �e dato da 15 ed essendo la tra

ia negativa la 
on
avit�a �e rivolta verso il basso.Se inve
e y < x la matri
e hessiana �e ��4 00 4� e dunque tutti i punti non hanno 
on
avit�ade�nita.14.7 i) Cal
oli ovvi 
i danno la 
ontinit�a nei punti (0; 0) e (1; 1) (lo studente/ssa veri�
hi 
i�oe non si limiti ad uguagliare sulla 
urva x = y3 le due funzioni 
he 
ompongono l'eser
izio).Naturalmente �e 
ontinua an
he nei punti 
he non stanno sulla 
urva appena 
itata.�xf(0+; 0) = limt!0+ 1t (f(t; 0)� f(0; 0)) = limt!0+ t2t = 0 mentre �xf(0�; 0) == limt!0� 1t (f(t; 0) � f(0; 0)) = limt!0� tt = 1 per 
ui non �e ivi derivabile. �E immediatoveri�
are 
he �yf(0; 0+) = �yf(0; 0�) = 0:Inoltre �xf(1+; 1) = limt!0+ 1t (f(t+ 1; 1)� f(1; 1)) = limt!0+ 1t ((t+ 1)2 + 1� 2) = 21=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 30



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriae �xf(1�; 1) = limt!0� 1t (f(t+1; 1)� f(1; 1)) = limt!0� 1t ((t+1)+ 1� 2) = 1 per 
ui nean
hein (1; 1) �e derivabile.Per quanto riguarda la di�erenziabilit�a la funzione �e di�erenziabile ovunque tranne sulla 
urvax = y3:ii) Il piano tangente in (0; 0) non 
'�e in quanto non �e ivi derivabileiii) Se x > y3 la matri
e hessiana �e � 2 00 30y4� ed �e quindi de�nita positiva per y 6= 0: �Esemide�nita positiva per ogni y da 
ui la 
on
avit�a �e rivolta verso l'alto.Giusto per 
ompletezza veri�
hiamo 
he per (x0; y0) 
on y0 = 0 la funzione ha la 
on
avit�a rivoltaverso l'alto. La funzione meno il suo piano tangente �e pari a f(x)� f(x0)� �f(x0) � (x� x0);=y6 + (x� x0)2 
he �e sempre positiva per 
ui an
he sul semiasse positivo delle x la 
on
avit�a �erivolta verso l'alto.Se x < y3 la matri
e hessiana �e data da � 0 00 6y� ed �e quindi semide�nita positiva se y > 0 esemide�nita negativa se y < 0: Dunque per y > 0 la funzione �e 
onvessa mentre per y < 0 lafunzione �e 
on
ava. Nei punti 
on y = 0; x < 0 la funzione meno il suo piano tangente 
ambiasegno se 
i si muove lungo l'asse delle y e non ha 
on
avit�a de�nita.Veri�
hiamo direttamente l'a�ermazione pre
edente. f(x)� f(x0)� �f(x0) � (x� x0); 
al
olatain un punto (x0; y0) diventa x+ y3�x0� y30 � (x�x0)� 3y20(y� y0) = (y� y0)(y2+ yy0� 2y20):Sia ora y0 > 0 per 
ui l'ultima quantit�a �e positiva per y > �2y0 e negativa per y < �2y0: Nesegue 
he esiste un intorno di (x0; y0) in 
ui f(x)� f(x0)� �f(x0) � (x� x0) �e positiva ossia la
on
avit�a �e rivolta verso l'altoSe inve
e y0 < 0 allora (y � y0)(y2 + yy0 � 2y20) > 0 per y > �2y0 e quindi la funzione ha la
on
avit�a rivolta verso il basso.Se y0 = 0 (e quindi x0 < 0) allora f(x) � f(x0) � �f(x0) � (x � x0) = y3 da 
ui segue 
he sey > 0 la 
on
avit�a �e rivolta verso il basso e vi
eversa se y < 0: Il risultato �e 
he la funzione nonha 
on
avit�a de�nita.16.7** Dimostrazione di i) 
on le ipotesi 1) e 2).Sappiamo 
he 0 < kx� xok < Æ" ) jf(x; y)� lj < " e 
he 8 jy � yoj < r; 8 " > 0 9 ~Æ" : 0 <jx � xoj < ~Æ" ) jf(x; y) � F (y)j < ": Vogliamo far vedere 
he limy!yo F (y) = l ossia 
helimy!yo limx!xo f(x; y) = l:Infatti dalla disuduaglainza jF (y)�lj � jF (y)�f(x; y)j+jf(x; y)�lj segue 
he se 0 < kx�xok <Æ "2 ; jx�xoj < ~Æ "2 e jy�yoj < r; si pu�o maggiorare jF (y)�lj � jF (y)�f(x; y)j+jf(x; y)�lj< "2+ "2 :Le 
ondizioni su jy � yoj e jx � xoj sono impli
ate dalle seguenti jy � yoj < minfr; ~Æ "2 g := r1 ejx � xoj < minfÆ "2 ; ~Æ "2 g := r2 
he a sua volta �e impli
ata da jy � yoj + jx � xoj < minfr1; r2g:Volendo una 
ondizione sulla norma di Pitagora otteniamo kx� xok < minfr1; r2gUna dimostrazione analoga potrebbe essere portata avanti per dimostrare 
he limx!xo G(x) = lossia 
he limx!xo limy!yo f(x; y) = l:Per quanto riguarda le funzioni seguenti si ha 
he la prima non ammette solamentelimx!0 limy!0 f(x); la se
onda solamente limy!0 limx!0 f(x) e la terza solamente limx!0 f(x):f(x) = 8<:x sin 1y y 6= 00 y = 0 f(x) = 8<: y sin 1x x 6= 00 x = 0 f(x) = 8<: y2 � x2y2 + x2 x 6= 00 x = 0La prima delle seguenti funzioni ammette solamente limy!0 limx!0 f(x);la se
onda limx!0 limy!0 f(x) mentre la terza solamente limx!0 f(x)f(x) = 8<: y2 � x2x2 + y2 + x sin 1y y 6= 00 y = 0 f(x) = 8<: y2 � x2x2 + y2 + y sin 1x x 6= 00 x = 01=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 31



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriaf(x) = 8<:x sin 1y + y sin 1x x 6= 00 x = 0Per il punto 3) la funzione seguente ammette limy!0 limx!0 f(x); e limx!0 limy!0 f(x); masono diversif(x) = 8<: y2 � x2y2 + x2 x 6= 00 x = 0Per il punto 4) abbiamo la funzione f(x) = ( 1 xy 6= 00 xy = 0limx!0 f(x; y) = h(y) = ( 1 se y 6= 00 se y = 0 limy!0 f(x; y) = g(x) = ( 1 x 6= 00 x = 0ed i limiti sono 
hiaramente uniformi rispettivamente in y e x: limy!0 h(y) = limx!0 g(x) = 1ma limx!0 f(x) non esiste.17.7 La funzione sta sul libro di testo a pag.303 e si dimostra 
he non �e 
ontinua nell'o-rigine. La dimostrazione fa uso del fatto 
he pur esistendo il limite sempre uguale su ognirestrizione 
onsistente in un segmento passante per l'origine, tale limite non �e uniforme nell'in-
linazione del segmento (
oeÆ
iente angolare) e quindi la funzione non �e 
ontinua.Del resto jf(x)j = tan �kxk dove tan � = yx (se � = �2 f(x) � 0). Se quindi si restringe lafunzione ad una qualsiasi retta passante per l'origine si ottienejf(x)j = minf0;mgpx2 +m2x2 dove m = tan � = yx : Se ora prendiamo una su

essione(xk; yk) = (xk;mkxk) xk = 1k 32 ; mk = k otteniamo una su

essione per 
uilimk!0 f(xk;mkxk) = +1:18.7 fx = 3y � 3x2; fy = 3x � 3y2; fxx = �6x; fyy = �6y; fxy = 3: (0; 0) e (1; 1) sono gliuni
i punti 
riti
i. Il determinante della matri
e hessiana ��6x 33 �6y� �e dato da 9(4xy � 1)
he �e negativo se 
al
olato in (0; 0) per 
ui l'origine �e un punto di sella. In (1; 1) il determinante�e positivo ed essendo fxx(1; 1) = �6 il punto �e di massimo. Non a 
aso d2f(1; 1) = �3((dx)2 +(dy)2 � dxdy) = �3[(dx � 12dy)2 + 34 (dy)2℄ 
he �e sempre positivo mentre d2f(0) = 3dxdy:Analizziamo ora in generale la 
ovessit�a della funzione. Se 4xy � 1 > 0 ^ x > 0 la funzioneha ambedue gli autovalori negativi e quindi ha la 
on
avit�a rivolta verso il basso. Se 4xy� 1 >0 ^ x < 0 su

ede esattamente il 
ontrario. Se 4xy�1 < 0 la funzione non ha 
on
avit�a de�nita.Sull'iperbole di equazione 4xy = 1 il determinante della matri
e �e nullo. Risolvendo il sistemalineare ��6x 33 � 64x �� ab � = � 00� si ottiene il vettore (1; 2x) (a meno di multipli 
he per�oin
uis
ono solo sul modulo del vettore) lungo la 
ui direzione l'autovalore della matri
e hessiana�e nullo. Dunque per ogni punto della iperbole di equazione 4xy = 1 �e de�nito un vettore di
omponenti (1; 2x) il 
ui autovalore �e nullo. L'altro autovalore �e dato da �2(x) = �6x � 32x(�1(x) � 0) e si vede 
he se x > 0 allora �2(x) < 0 mentre se x < 0 ^ x 6= �12 allora�2(x) > 0 (�2(�12)) = 0: Chiaramente l'autovettore 
orrispondente a �2(x) �e dato da (2x;�1): Se
al
oliamo il di�erenziale se
ondo sull'iperbole e nella direzione (1; 2x) allora otteniamo 0: Infattid2f(x) = 12 (�6x)(dx)2 + 12 (�6y)(dy)2 + 3(dx)(dy) e quindi d2f(x; 14x ) jdy=2xdx = �3x(dx)2 �34x (2x)2(dx)2+ 3(2x)(dx)2 � 0 per ogni dx: In generale d2f(x; 14x) = � 3x (x(dx)� 12 (dy))2 e perx > 0 �e una quantit�a sempre negativa a meno 
he dy = 2xdx nel qual 
aso �e nulla.Per sapere sulla 
onvessit�a della funzione bisogna andare ad investigare le derivate terze dellafunzione. fxxx = �6; fyyy = �6 e quindi d3f(x) = �6((dx)3 + (dy)3) e poi tenere 
onto delfatto 
he dy = 2xdx in quanto il vettore (dx; dy) deve essere un multiplo di (1; 2x): Inserendosi ottiene d3f(x; 14x ) jdy=2xdx = �6(dx)3(1 + 8x3) e quindi si ottiene 
he per i punti 
on as
issa1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 32



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriapositiva (x > 0) tali 
he 4xy = 1; se 
i si muove nella direzione (1; 2x) e dx > 0 si \s
endedi quota" se 
i si muove nella direzione (1; 2x) e dx < 0 si \sale di quota". Essendo l'altroautovalore negativo se ne ri
ava 
he la funzione \ha la forma di una grondaia rivolta verso ilbasso il 
ui 
anale 
entrale ha un 
esso dis
endente sull'iperbole data e se 
i si dis
osta da essosi diminuis
e di ordinata . Se x < 0 ^ x > �12 si ha lo stesso fatto ossia per dx > 0 si s
endedi quota mentre per dx < 0 si sale e quindi, essendo l'altro autovalore positivo, il gra�
o dellafunzione �e lo
almente una \una grondaia rivolta verso l'alto il 
ui 
anale 
entrale interse
a inogni punto l'iperbole ed ha un 
esso dis
endente sull'iperbole. Se x < 0 ^ x < � 12 ^ 4xy = 1allora si ottiene 
he per tali punti se 
i si muove nella direzione (1; 2x) e dx > 0 si \sale diquota" mentre se dx < 0 si s
ende e quindi essendo l'altro autovalore positivo se ne ri
ava 
hela funzione �e lo
almente \una grondaia rivolta verso l'alto il 
ui 
anale 
entrale interse
a in ognipunto l'iperbole ed ha un 
esso as
endente sull'iperbole".L'ultima dis
ussione riguarda il punto di 
oordinate (x; y) = (�12 ;�12 ): Tale punto ha la pe-
uliarit�a per 
ui se 
i si muove a partire da esso nella direzione (1;�1) il di�erenziale se
ondoe terzo sono zero. Si pu�o veri�
are 
he an
he il di�erenziale primo �e nullo per 
ui essendo lederivate di ordine quattro identi
amente nulle ne segue 
he, lo
almente, il gra�
o della funzionenon 
ambia se 
i si muove nella direzione (1;�1) ed essendo l'altro autovalore positivo il gra�
oha la 
on
avit�a rivolta verso l'alto. In prati
a il gra�
o �e 
ostituito lo
almente da una grondaiarivolta verso l'alto il 
ui 
anale 
entrale non ha al
un 
esso. Che il di�erenziale primo sia nullolo si evin
e dal fatto 
he df(x; 14x ) ��dy=2xdx = ( 34x � 3x2)dx+ (3x� 316x2 )2xdx = (3x2 + 38x )dx
he vale zero se 
al
olato per x = �12 :19.7 fx = 12x3� 8xy; fy = �4x2+2y; fxx = 36x2� 8y; fyy = 2; fxy = �8x: Il determinantedella matri
e hessiana �e �8(23x2 + 2y) e quindi se y > �232 x2 non ha 
on
avit�a de�nita.Se y < � 232 x2 la funzione ha la 
on
avit�a rivolta verso l'alto. Sulla parabola di equazioney = � 232 x2 si ha un autovalore nullo. La matri
e hessiana diventa ��36x2 �16x�16x 2 � ed i suoiautovalori sono dati da �1 = 0; �2 = 2 + 128x2: Corrispondentemente all'autovalore nullo siha la direzione (1; 8x) ottenuta risolvendo il sistema lineare ��128x2 �16x�16x 2 �� ab� = � 00�mentre all'autovalore �2 
orrisponde � �2 �16x�16x �128x2�� ab � = � 00� ossia a(1;� 18x ) 
he �eun vettore (guarda 
aso) ortogonale al pre
edente. Per sapere il 
omportamento della funzionenell'intorno di un punto sulla parabola bisogna andare a prendere le derivate terze. fxxx = 72x;fxxy = �8 e le altre nulle. d3f = 726 x(dx)3 � 82 (dx)2(dy) e tenendo 
onto 
he dy = 8xdx is had3f(x;�232 x2) j�1 = �20x(dx)3 da 
ui si dedu
e 
he:per x > 0 la funzione, nella direzione (1; 8x); a partire dal punto di 
oordinate (x;� 232 x2);de
res
e se dx > 0 e 
res
e se dx < 0 e quindi il gra�
o \�e una grondaia rivolta verso l'alto(essendo l'altro autovalore positivo) il 
ui 
anale 
entrale ha un 
esso dis
endente lungo laparabolaVi
eversa se x < 0 il gra�
o \�e una grondaia rivolta verso l'alto (essendo l'altro autovalorepositivo) il 
ui 
anale 
entrale ha un 
esso as
endente lungo la parabola"Dall'eser
izio 10.7 sappiamo 
he l'origine �e un punto di sella ed il gradiente �e ivi nullo. Lamatri
e hessiana ivi 
al
olata d�a � 0 00 2� e 
hiaramente l'altro autovalore �e positivo. Il 
al
olo� 0 00 2�� ab � = � 00� d�a b = 0 per 
ui la direzione �e (1; 0): Corrispondentemente all'altroautovalore ossia � = 2 si ha 
he la matri
e diventa ��2 00 0� ed ogni vettore del tipo (0; b) �eautovettore. Il 
onteggio del 
ontributo di d3f 
al
olato sul punto (0; 0) e nella direzione (1; 0) �enullo in quanto d3f = 726 x(dx)3� 82 (dx)2(dy) va 
al
olato per x = 0 e dy = 0: Bisogna ri
orrere1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 33



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriaal 
ontributo di ordine quattro ed ottenere d4f = 724! (dx)4 da 
ui si ottiene solo 
he la funzione\lo
almente �e 
ostituita da una grondaia rivolta verso l'alto sia quando 
i si muove lungo ladirezione (1; 0) 
he (0; 1) ed il 
ui 
anale 
entrale non ha 
essi". Nell'intorno di (0; 0) la funzione�e f(dx; dy) = (dy)2 � 4(dx)2(dy) + 724! (dx)4 = (dy)(dy � 4(dx)2) + 724! (dx)420.7 Osserviamo innanzitutto 
he f(x; y) = �f(�x; y) = �f(x;�y) = f(�x;�y) = f(y; x):La funzione �e nulla sugli assi 
oordinati e sulla 
ir
onferenza di raggio 1: All'interno dell'insiemeQ = fx 2 R2 : jxj � 1; jyj � 1g \ fx 2 R2 j x > 0; y > 0g la funzione �e positiva perx2 + y2 � 1 < 0 e negativa sul 
omplementare. La stessa 
osa a

ade nell'insieme Q = fx 2R2jjxj � 1; jyj � 1g \ fx 2 R2 j x < 0; y < 0g mentre negli insiemi Q = fx 2 R2jjxj � 1; jyj �1g \ fx 2 R2 j x > 0; y < 0g e Q = fx 2 R2jjxj � 1; jyj � 1g \ fx 2 R2 j x < 0; y > 0gla funzione �e positiva all'interno della 
ir
onferenza e positiva all'esterno. Ne 
onsegue 
he gliassi sono 
ostituiti da punti di sella. �xf(x) = y(1 � y2 � 3x2); �yf(x) = x(1 � x2 � 3y2);�xxf(x) = �6xy; �yyf(x) = �6xy �xyf(x) = 1� 3x2 � 3y2; �xxxf(x) = �6y; �yyyf(x) = �6x;�xxyf(x) = �6x; �xyyf(x) = �6y; �xxxyf(x) = �6; �xyyyf(x) = �6La matri
e hessiana �e � �6xy 1� 3x2 � 3y31� 3x2 � 3y3 �6xy � ed il determinante �e D(x; y) = 36x2y2�(1 � 3x2 � 3y2)2 
he �e positivo se 6jxjjyj � j1 � 3x2 � 3y2j: Mettiamo
i nel primo quadrantex > 0 e y > 0: Risulta 
he D(x; y) > 0; x 2 fx 2 Q j y > �x + 1p3 ; y > x � 1p3 ; y <x+ 1p3g: Poi
h�e fxx < 0 in tale quadrante, ne 
onsegue 
he la funzione ha la 
on
avit�a rivoltaverso il basso ed infatti il punto di 
oordinate (12 ; 12 ) �e un massimo. Per le propriet�a dellafunzione f la stessa 
osa a

ade nel terzo quadrante mentre nel se
ondo e quarto quadrantela funzione ha la 
on
avit�a rivolta verso l'alto. Analizziamo ora quanto a

ade nei punti in
ui D(x; y) = 0: Comin
iamo dalla retta y = �x + 1p3 : La matri
e hessiana, 
al
olata sutale retta, diventa � 6x2 � 2p3x �6x2 + 2p3x�6x2 + 2p3x 6x2 � 2p3x � ed ammette i due autovalori �1(x) � 0�2(x) = 12x2 � 4p3x 
he �e sempre negativo per 0 < x < 1p3 : Agli autovalori 
orrispondono gliautovettori rispettivamente (6x2�2p3x)(1; 1) e (�6x2+2p3x)(1;�1): Se quindi x 6= 0 ^ x 6= 1p3allora il se
ondo autovalore �e negativo e questo vuol dire 
he se 
i muoviamo nella direzione(1;�1) si diminuis
e di ordinata. Se 
i si muove nella direzione (1; 1) si ha zero e quindibisogna andare a prendere il 
ontributo del di�erenziale terzo. d3f(x; y) = �y(dx)3 � x(dy)3 �3x(dx)2(dy)� 3y(dx)(dy)2 e quindi d3f(x;�x+ 1p3 ) jdx=dy = � 4p3(dx)3 e quindi se 
i si muovelungo il vettore (1; 1) a partire dalla retta y = �x + 1p3 per in
rementi positivi nelle as
isse sidiminuis
e di ordinata e vi
eversa se l'in
remento avviene verso le as
isse negative.Vediamo ora 
osa a

ade per x = 0: In tal 
aso la matri
e hessiana �e � 0 00 0� e quindi gliautovalori sono nulli. D'altra parte d3f(0; 1p3 ) = � 4p3 (dx)3 e quindi se 
i muoviamo verso ilprimo quadrante diminuiamo di ordinata e vi
eversa se 
i muoviamo verso il se
ondo quadrante.Usando f(x; y) = f(y; x); si ottiene il 
omportamento della funzione nella se
onda met�a delprimo quadrante ed usando le altre propriet�a se ne ottiene il 
omportamento ovunque (suisegmenti dove si annulla la matri
e se
onda naturalmente).21.7 Comin
iamo dalla regione x > y3: Dalla risoluzione data si vede 
he y = 0 allora lamatri
e �e semide�nta positiva. I soli punti 
on ordinata nulla sono quelli 
on as
issa positiva.Il di�erenziale se
ondo �e dato da d2f(x; y) = (dx)2 + 15y4(dy)2 
he sul punto (x; 0) diventad2f(x; 0) = (dx)2 e quindi se 
i si muove mantenendo nullo dy si aumenta in ordinata rispettoal piano tangente. Il 
ontributo su

essivo �e dato da d6f(x; y) = (dy)6 
he �e sempre positivoper 
ui la 
on
avit�a �e rivolta verso l'alto e per giunta strettamente. Nell'intorno di un qualsiasi1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriapunto di ordinata nulla (xo; 0) la funzione �e tale 
he f(xo+dx; dy)�x2o�2xodx = (dx)2+(dy)6Se inve
e x < y3 allora le 
ose sono diverse. In tal 
aso il determinante della matri
e hessiana �esempre nullo e gli autovalori sono dati da �1 = 0 e �2 = 6y: Se y > 0 �2(y) > 0 e quindi lungola direzione individuata dal vettore �0b� la funzione aumenta di ordinata. Se y < 0 la funzionediminuis
e di ordinata. Lungo la direzione �a0� l'autovalore �e nullo. Il di�erenziale se
ondod2f(x; y) = 3y(dy)2 non 
i aiuta in quanto esso va 
al
olato per dy = 0 (b = 0). Bisognapassare al di�erenziale terzo d3f(x; y) = (dy)3 e si annulla an
he esso. Se ne dedu
e 
he lafunzione, muovendosi parallelamente all'asse delle y in
rementa la sua ordinata se y > 0 e ladiminuis
e se y < 0 mentre la mantiene 
ostante se 
i si muove parallelamente all'asse dellex: Prati
amente la �gura �e \una grondaia rivolta verso l'alto per y > 0 e verso il basso pery < 0: Il 
anale 
ontrale �e paralello all'asse delle as
isse". Se y = 0 �e fa
ile rendersi 
onto 
hela funzione �e rappresentata dal piano z = x: In prati
a nell'intorno di un punto (xo; yo) si haf(xo + dx; yo + dy)� f(xo; yo)� �f(xo; yo) � (dx; dy) = 3y(dy)2 + (dy)323.7 Nel 
aso dell'eser
izio 3.8 assumiamo 
he lo studente/ssa abbia gi�a trovato i punti diestremo vin
olato 
on i relativi valori delle variabili e del moltipli
atore di Lagrange. Pertantosi ha � = 0 x = e; y = 1e : La matri
e fxixj (xo) � �ogxixj (xo) diventa � 0 �1�1 0 � mentrela 
ondizione di tangenzialit�a dello spostamento �e data da 32e� � � 12e = 0 dove h = (�; �) e�� = (�y + 12x ;�x � 12y ) 
he va poi 
al
olato in x = e y = 1e : La 
ondizione si tradu
e in3�e = 12e� = 0: La forma quadrati
a del Teorema enun
iato nel testo dell'eser
izio �e in questo
aso �2�� = �6�2e2 < 0 e quindi si tratta di un massimo. Si 
onfronti questa risoluzione 
onquella data nel libro 
ontenente l'eser
izio.Tra l'altro la esistenza dell'uni
o punto di estremo (x; y) = (e; 1e ) ed il fatto 
he tutti i puntidel vin
olo siano regolari ( il gradiente del vin
olo �e un vettore mai nullo essendo uguale a( 12x � y;� 12y � x) e la se
onda 
omponente mai nulla dal fatto 
he x > 0 y > 0) 
i di
e pure
he il sostegno della 
urva de�nita dall'equazione del vin
olo �e un sottoinsieme illimitato di R2.Supponiamo infatti 
he tale sostegno sia un insieme limitato. Certamente �e un insieme 
hiusoessendo dato da fx 2 R2 j 12 ln xy � xy = 0; x > 0; y > 0g e quindi �e la 
ontroimmagine
ontinua di un insieme 
hiuso (f0g 2 R). Essendo la funzione dell'eser
izio una funzione 
on-tinua, il Teorema 5.9 pag.200 del libro di testo 
i di
e 
he ammette massimo e minimo(eventualmente pi�u di uno). Il Teorema sui moltipli
atori di Lagrange impli
herebbe 
he in talimassimi e minimi la funzione f(x; y)���(x; y) deve avere gradiente nullo in quanto tutti i puntidel vin
olo sono punti regolari ma 
i�o avviene per un solo punto da 
ui ne segue 
he il massimooppure il minimo (sappiamo il minimo) non esiste. La 
ontraddizione si risolve di
endo 
heil sostegno della 
urva �e un insieme illimitato e quindi non 
ompatto. Volendo \to

are 
onmano" tale propriet�a si 
onsideri una su

essione fmkg tale 
he mk ! 0 mk > 0 e la su

essionef(xk; yk; )g 
on xk = 1p2mkqln 1mk ; yk =pmk2 qln 1mk :Per quanto riguarda la se
onda domanda dell'eser
izio, an
he in questo 
aso supponiamo disapere gi�a 
he esistono i seguenti punti di estremo:P1 : 8>>>>>><>>>>>>:
�1 = 1=2�2 = 0x = 1y = 0z = 0 P2 : 8>>>>>><>>>>>>:

�1 = 3=2�2 = 0x = �1y = 0z = 2 P+ : 8>>>>>>><>>>>>>>:
�1 = 0�2 = p3=2x = 1=2y = p3=2z = (1�p3)=2 P� : 8>>>>>>><>>>>>>>:

�1 = 0�2 = �p3=2x = 1=2y = �p3=2z = (1 +p3)=2f(P1) = 0; f(P2) = 2; f(P+) = �14 f(P�) = �14 per 
ui P2 �e 
ertamente un massimo e P+1=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriaoppure P� oppure tutte e due �e un minimo. Per sapere la natura degli altri punti bisognapro
edere 
ome nel pre
edente eser
izio. Comin
iamo da P1: La matri
e fxx � �1(�1)xx ��2(�2)xx �e 0� 2� 2�1 1 01 2� 2�1 10 1 01A e 
al
olata in P1 si ha 0� 1 1 01 1 10 1 01ALa tangenzialit�a del vettore h = (a; b; 
; ) d�a luogo alle equazioni ( a+ b+ 
 = 02ax+ 2by = 0 e quindi(
al
olando in (1; 0; 0)) a = 0; b + 
 = 0: La forma quadrati
a presente nel Teorema enun
iatonel testo di 
odesto eser
izio �e data da( a b 
 )0� 1 1 01 1 10 1 01A0� ab
1A = a2+ ab+ a
 = a2� b2 = �b2 tenendo 
onto della tangenzialit�adi (h): Ne segue 
he P1 �e un massimo.Se ora si fa il 
onto per i punti P� si ottiene ( a b 
 )0� 2 1 01 2 10 1 01A0� ab
1A = 2a2 tenendo 
ontodella tangenzialit�a del vettore h: Ora a = 0 impli
a 
he b = 0 essendo l'ordinata di P� nonnulla. Ma allora segue pure 
he 
 = 0 e quindi h = 0 
he �e da es
ludere. Ne segue 
he P� �e unminimo.Da ultimo 
onsideriamo P2: La forma quadrati
a �e ( a b 
 )0��1 1 01 �1 10 1 01A0� ab
1A = �a2 �b2 + 2ab+ b
 = �a2 � b2 + ab� b2 = �(a� 12b)2 � 78b2 < 0 per 
ui �e un massimo.Si pu�o 
al
olare il determinante della matri
e asso
iata ai punti P� ed ottenere �2 da 
ui sievin
e 
he dei tre autovalori uno �e negativo ed due positivi oppure sono tutti e tre negativi. Sefossimo stati in una situazione di estremi liberi avremmo 
on
luso 
he P� sarebbero stati delleselle oppure dei massimi. Nel 
aso inve
e di estremi vin
olati si tratta di minimi. Pi�u o menola stessa 
osa a

ade 
on gli altri punti.24.7 La funzione da minimizzare �e la distanza del punto generi
o di R3 dal punto (0; 0; 1)e quindi la funzione f(x; y; z) = x2 + y2 + (z � 1)2 mentre l'equazione del vin
olo �e �1(x) =y � x2 = 0; �2(x) = z � x2 = 0: Cer
hiamo eventuali punti non regolari ossia quei punti per iquali �e minore di due il rango della matri
e ��2x 1 0�2x 0 1� : Il minore � 1 00 1� �e sempre diversoda zero per 
ui il rango �e due. A questo punto risolviamo il sistema( �(f(x)� �1�1(x)� �2�2(x) = 0�1(x) = 0; �2(x) = 0 ossia( 2x(1 + �1 + �2) = 0; 2y � �1 = 0; 2(z � 1)� �2 = 0y = x2; z = x2Si ottengono tre punti P1 = (0; 0; 0); �1 = 0; �2 = �2; P� = (�12 ; 14 ; 14 ); �1 = 12 ; �2 = �32 : La dis-tanza fra P1 ed il punto (0; 0; 1) �e 1 mentre fra P� e (0; 0; 1) �eq 78 < 1 per 
ui il minimo 
'�e in 
or-rispondenza a P�: Ad ogni modo appli
hiamo il teorema dell'eser
izio pre
edente e veri�
hiamoquanto trovato. La tangenzialit�a dello spostamento �e data da ��2x 1 0�2x 0 1�0� ab
1A = 0� 0001A :1=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di IngegneriaDunque si ha ( � 2ax+ b = 0� 2ax+ 
 = 0 
he per ogni x impli
a b = 
; inoltre 
al
olata per x = 0 d�ab = 
 = 0 e a 6= 0:La matri
e hessiana da studiare �e 0� 2 + 2�1 + 2�2 0 00 2 00 0 21A e nel 
aso del punto (0; 0; 0) bisognaindividuare il segno della forma quadrati
a( a b 
 )0��2 0 00 2 00 0 21A0� ab
1A = 2(2b2 � a2) = �2a2 < 0 per 
ui �e un massimo relativo.Nel 
aso dei punti P� abbiamo 
he la relazione di tangenzialit�a impli
a 
he b = 
 6= 0 per 
ui( a b 
 )0� 0 0 00 2 00 0 21A0� ab
1A = b2 > 0 da 
ui un minimo relativo.Il massimo �e relativo in quanto la funzione da minimizzare �e illimitata sulla 
urva (la 
uiproiezione sul piano (y; z) �e la retta di equazione y = z). Vi
eversa il minimo �e assolutoessendo la funzione distanza sempre positiva.25.7 La funzione da \estremizzare" �e g(x) = x2 e l'equazione del vin
olo �e f(x) = (x;Ax) = 1:L'uni
o punto 
he veri�
a l'equazione �f(x) = Ax = 0 �e x = 0 
he per�o non appartiene al vin
oloe quindi non vi sono punti irregolari. Il vin
olo �e 
ostituito da una super�
ie 
ompatta (�e unellissoide) e la funzione g �e 
ontinua per 
ui esistono sia massimo 
he minimo. �E fa
ile vedere 
hei punti 
riti
i della funzione F (x; �) = g��(f � 1) sono dati da xoi = vip�i dove vi �e l'autovalorei{esimo e �i �e il 
orrispondente autovalore positivo; �i = 1�i . Inoltre ordiniamo gli autovaloriin modo 
he �1 < �2 < �3: Il punto 
he 
i interessa �e xo2 e la 
ondizione di tangenzialit�a delvettore h = (a; b; 
) �e xo2 � h = 0: Poi
h�e (v̂1; v̂2; v̂3) formano una base nello spazio R3 si hah = �v̂1+ �v̂3: La matri
e hessiana �e 2(I � �2A) e quindi dobbiamo sapere il segno della formaquadrati
a (h; (I � �2)Ah) = a2(1 � �1�2 ) + b2(1 � �3�2 ) ed appare evidente 
he se a = 0 allorab 6= 0 ed il segno �e negativo in quanto �3�2 > 1 e vi
eversa per b = 0 a 6= 0:Vi �e un se
ondo modo di pro
edere (
on
ettualmente) identi
o al pre
edente. Si tratta dis
rivere il vettore y = �xo2+ �xo3 e di vedere quanto vale g(y) = y2: Prima deve aversi (y;Ay) =(��2 v̂o2p�2 + ��3 v̂o3p�3 ; � v̂o2p�2 + � v̂o3p�3 ) = �2 + �2 = 1: g(y) = �2 1�2 + � 1�3 = 1�2 + �2( 1�3 � 1�2 ) edessendo g(xo2) = 1�2 si ha g(y) < g(xo2): Se ora si rif�a il 
onto 
on xo1 al posto di xo3 si ha il segnoopposto e quindi il risultato26.7 S
riviamo la funzione dell'eser
izio 11.7 in 
oordinate polarif(x(�; �); y(�; �)) = f 0(�; �) = 12 sin 2��2(1� �2): Il vin
olo �e dato dalla equazione �� e�� = 0:Poi
h�e (1; e��) �e un vettore non nullo non vi sono punti irregolari. F (�; �) = 12 sin 2��2(1��2)��(�� e��) �e la funzione di 
ui bisogna trovare i punti 
riti
i rispetto alle variabili (�; �; �): Unrapido 
al
olo dimostra 
he bisogna risolvere il sistemaF� = 0 ) sin 2��(1 � 2�2) = �; F� = 0 ) �2(1 � �2) 
os 2� = e���; F� = 0 )� = e��: Se � = 0 l'uni
a soluzione �e data da � = 0; � = 1: Altrimenti bisogna risolvere laequazione tan(2�) = 1�e�2�1�2e�2� : Fa
endo il gra�
o delle due funzioni si evidenzia 
ome vi sianoin�nite soluzioni maggiori del valore per 
ui la funzione di destra ha un asintoto verti
ale ossia�o = 12 ln 2: Per � ! +1 due soluzioni 
onse
utive tendono a di�erire per una quantit�a �ssataossia �: Ora non resta 
he studiare la natura di tali punti 
riti
i. Quello 
on � = 0 
ondu
e allostudio della forma quadrati
a1=di
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria( a b )� 0 �2�2 0 �� ab� = �4ab = �4a2 < 0 da 
ui il fatto 
he �e un massimo. L'ultimopassaggio �e ottenuto tenendo 
onto del fatto 
he il vettore (a; b) deve essere ortogonale al vettore(1; e��) 
al
olato in � = 0 e quindi (1; 1):F�� = sin 2�(1 � 6�2); F�� = 2�(1 � 2�2) 
os 2�; F�� = �2�2(1 � �2) sin 2� + �e�� per 
uibisogna studiare la forma quadrati
a seguente (si tenga presente 
he la tangenzialit�a del vettoreh = (a; b) impone a = �be��)( a b )� sin 2�(1� 6�2) 2�(1� 2�2) 
os 2�2�(1� 2�2) 
os 2� �2�2(1� �2) sin 2� + �e�� �� ab� == a2 sin 2�(1� 6�2) + 2ab2�(1� 2�2) 
os 2� + b2 � 2�2(1� �2) sin 2� + �e��e sostituendo il valore di � si ha b2e��[(1 � 6�2) sin 2� � 4 
os 2�(1 � 2�2) + (1 � �2)(
os 2� �2 sin 2�)℄ = b2e��[
os 2�(7�2 � 3) + sin 2�(�1� 4�2)℄Sappiamo 
he sin 2�(1 � 2�2) = 
os 2�(1 � �2) e quindi otteniamo 
he la forma quadrati
a �edata da �2 b2e�2�1�2�2 
os 2�(5�4 � 5�+ 2) 
he �e sempre positiva o nulla quando 
os 2� � 0: I valoridi � da sostituire sono tali 
he tan 2� = 1��21�2�2 ossia 2� = ar
tan( 1��21�2�2 ) + k(�)� dove k(�) �e unintero 
he vale k se � 2 [��2 + k�; �2 + k�℄: Dunque 
os 2� = 
os�(k(�)) 1�2�2p2�6�2+6�4 
he non �emai nulla ed �e positiva per k(�) pari e vi
eversa dispari. Ne 
on
ludiamo 
he se il valor � per
ui si ha tan 2� = 1��21�2�2 appartiene all'intervallo [��2 + k�; �2 + k�℄ 
on k pari allora si ha unmassimo altrimenti un minimo.27.7*** Sia dato quindi A = oA� Rn: Supponiamo 
he 0 2 A e 
he f(0) = 0 (altrimentitrasliamo nello spazio Rn e sull'asse delle ordinate). Fa

iamo prima il 
aso n = 2: Essendo Aaperto sia B(0; r) � A una sfera di raggio r e 
entro in 0: All'interno di tale sfera prendiamol'insieme Q = fx 2 R2 j jxj � l; jyj � l; 0 < l < rp2g la 
ui frontiera �e il quadratoQ 
he �e 
ompatto. Supponiamo 
he la funzione non sia 
ontinua in 0: Vuol dire 
he 9 " >0 j 8 Æ 9 xÆ j jxÆj < Æ ^ jf(xÆ)j � ": Consideriamo l'insieme dei punti per i quali f(xÆ) � ": Perogni xÆ esiste un punto xÆ 2 Q tale 
he xÆ = �ÆxÆ: Per la 
onvessit�a si ha f(�ÆxÆ) � �Æf(xÆ):Prendendo quindi una su

essione fÆkg Æk = 1k si ha 
he �Æk ! 0 in quanto kxÆkk �e un numero
ompreso fra l e p2l: Poi
h�e kxÆkk ! 0; l'uni
o modo per essere 
oerenti �e dire 
he �Æk ! 0:Si

ome la funzione �e 
onvessa abbiamo f(�x) � �f(x) per ogni 0 < � < 1: Ma allora sipu�o dire 
he " � infk f(xÆk) � infk �Ækf(xÆk) � infk �Æk supx2Q f(x) 
he �e una 
ontraddizionese dimostriamo 
he supx2Q f(x) �e un numero �nito. Infatti " �e un numero positivo an
or
h�epi

olo.Dimostriamo quindi 
he la funzione �e limitata su Q in modo tale 
he supx2Q f(x) < +1: A taleproposito si 
onsiderino in su

essione i lati del quadrato Q: Prendiamo in 
onsiderazione unodi essi e supponiamo 
he sia dato dal segmento PP 0 nel piano R2 : La funzione f jPP 0(x) �e Lip-s
hitziana 
ome deriva dai Teoremi del Capitolo 6.12 (funzioni 
on
ave e 
onvesse).Essendo f Lips
hitziana �e 
ontinua e quindi f jPP 0(x) ammette massimo e minimo. Lo stessodis
orso pu�o farsi per gli altri lati e quindi supx2Q f(x) �e il massimo di f su QConsideriamo l'insieme dei punti xÆ per i quali f(xÆ) < �" e per ogni punto xÆ = (xÆ; yÆ) ledue rette r1 e r2 passanti rispettivamente per (0; 0) e (xÆ; yÆ) e (0; 0; 0) (xÆ; yÆ; f(xÆ)): La primaretta si trova nel piano (x; y) mentre la se
onda nello spazio (x; y; z) e sono rappresentabiliparametri
amente da r1 = fx 2 R2 j x = �t; y = �t; 0 � t � kxÆkg dove � = yÆxÆ e � = 1 sexÆ 6= 0 mentre se xÆ = 0 allora � = 0 e � = 1; r2 = fx 2 R3 j x = �t; y = �t; z = 
t; 0 <t < kxÆkg dove � = yÆxÆ � = 1 e 
 = f(xÆ)kxÆk se xÆ 6= 0 mentre se xÆ = 0 allora � = 0 e � = 1 e
 = f(xÆ)kxÆk : Per Æ ! 0 il rapporto in
rementale f(xÆ)kxÆk �e illimitato inferiormente e la funzione deve1=di
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ere sotto alla retta r2 e passare per il punto (0; 0; 0). Deve gia
ere sotto in quanto la rettar2 �e una 
orda della funzione. Consideriamo ora le stesse rette ma nel segmento [0;�xÆ℄:Fa

iamo vedere 
he se f(xÆ) < " ) f(�xÆ) � " e quindi si ri
adrebbe nel 
aso gi�a trattato.Supponiamo infatti 
he f(�xÆ) < ": Il segmento (s) 
he 
ongiunge i punti (�xÆ; f(�xÆ)) e(xÆ; f(xÆ)) �e una 
orda della funzione e l'ordinata della 
orda in 
orrispondenza a 0 �e 0: Oraessendo la funzione 
onvessa, essa deve gia
ere sotto alla 
orda s e quindi la sua ordinata pu�oessere o negativa o nulla. Non pu�o essere negativa in quanto sappiamo 
he f(0) = 0: Non pu�oessere neppure nulla in quanto la funzione ristretta alla proiezione del segmento s sul piano(x; u) �e 
onvessa e quindi 
ontinuaRispondiamo ora alla se
onda domanda. Come al solito supponiamo 
he 0 2 A 
he �e apertoe quindi 0 2 B(0; r) 
on B(0; r) � A; r > 0: Supponiamo inoltre 
he f(0) = 0 ed essendo lafunzione derivabile possiamo supporre le derivate nulle. Altrimenti 
onsideriamo la funzionef(x)� �xf(0)x� �yf(0)y 
he �e an
ora 
onvessa. Come prima 
osa fa

iamo vedere 
he essendola funzione derivabile e 
onvessa �e derivabile rispetto a tutte le direzioni. Fissiamo quindi unvettore v in R2 di modulo 1 e dimostriamo 
he limt!0 f(tv)t = 0:Supponiamo quindi 
he limt!0+ f(tv)t = l > 0 (il limite 
ertamente esiste in quanto la funzioneristretta alla direzione v �e 
onvessa e quindi derivabile da destra e sinistra).Abbiamo quindi 
he 9 0 < " < 3l j 8 Æ > 0 9 0 < tÆ < minfÆ; rg t:
: f(tÆv)tÆ � l � " > 0:Vi
eversa sappiamo 
he limt!0� f(te1)t = 0 e limt!0� f(te2)t = 0 e quindi 8 " > 0 j 9 Æ" >0 j jtj < minfÆ"; rg ) j f(te1;2)t j < ": Prendiamo allora Æ = Æ" := �: \Tiriamo la 
orda"
ongiungente i punti (t�; 0; f(t�; 0)) e (0; t�; f(0; t�)) t� > 0: Le ordinate assunte dalla 
ordasono positive e minori di "t�: Essendo f(t�v) � t�(l � ") e 0 < f(t�e1;2) < t�" (t� > 0) edessendo 2t�" < t�(l � ") ne segue 
he nel punto t�v l'ordinata della funzione �e maggiore dellaordinata della 
orda e questo �e impossibile per la 
onvessit�a della funzione. Da 
i�o segue 
heper forza bisogna aversi limt!0+ f(tv)t � 0:Seguendo gli stessi ragionamenti non pu�o aversi limt!0� f(tv)t < 0 e quindi si ha limt!0� f(tv)t �0:Supponiamo ora 
he limt!0+ f(tv)t = l < 0 e limt!0� f(tv)t = l0 � 0: La 
onvessit�a della re-strizione della funzione alla direzione data dal vettore v rende impossibile tale eventualit�a .Supponiamo ora 
he limt!0+ f(tv)t = 0 e limt!0� f(tv)t = l0 > 0: La 
onvessit�a della restrizionedella funzione alla direzione data dal vettore v rende impossibile an
he tale eventualit�a .Non rimane 
he limt!0+ f(tv)t = 0 e limt!0� f(tv)t = 0 da 
ui la derivabilit�a lungo la direzione v
on derivata nulla.Dimostriamo ora 
he la funzione �e di�erenziabile. An
he qui 
omin
iamo supponendo 
he lafunzione non sia di�erenziabile e supponiamo sempre 
he le derivate parziali siano nulle 0: Ci�ovuol dire 
he 9 " > 0 j 8 Æ > 0 9 hÆ;"; khÆ;"k < minfÆ; rg t:
: jf(hÆ;")j � "khÆ;"k:Se tutti i vettori avessero la stessa direzione, ad esempio hÆ;" = tÆ;"v; e kvk = 1 potremmos
rivere jf(tÆ;"v)j � "jtÆ;"j da 
ui seguirebbe la non derivabilit�a lungo la direzione v. �E benetenere presente questa osservazione.Una propriet�a 
he serve �e la lo
ale Lips
hitzianit�a . Una funzione f :A � R2 ! R A = Ao; �elo
almente lips
hitziana se per ogni punto xo 2 A esiste una sfera aperta B(xo; r) di raggio red una 
ostante L tale 
he jf(x)� f(y)j � Lkx� yk 8 x; y 2 B(xo; r)A partire da essa dimostriamo laProposizione Una funzione f :A � R2 ! R A = oA 
onvessa, �e lo
almente Lips
hitzianaDimostrazione Sia xo 2 A ed essendo A aperto sia K � A un 
ompatto tale 
he xo 2 Ko :Sia B(xo; 2d) � Ko una sfera aperta 
on 
entro in xo: Vogliamo dimostrare 
he la funzione �e1=di
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hitziana nell'insieme B(xo; d): Prendiamo quindi B(xo; d) e 
onsideriamo ledue frontiere �B(xo; 2d) �B(xo; d): Prendiamo poi due qualsiasi punti x> 2 �B(xo; 2d) e x< 2�B(xo; d) 
ongiungibili 
on un segmento tutto 
ontenuto in B(xo; 2d)nB(xo; d): La quantit�ajf(x>)�f(x<)jkx>�x<k �e limitata uniformemente in �B(xo; 2d) [ �B(xo; d) da un numero positivo L inquanto kx> � x<k � d ed inoltre jf(x>) � f(x<)j �e limitata essendo �B(xo; 2d) � K 
on K
ompatto ed f 
ontinua (gi�a dimostrato). Prendiamo ora due qualsiasi punti x 2 �B(xo; d)e y 2 �B(xo; d): Congiungiamoli 
on un segmento e prolunghiamo il segmento �no a to

are�B(xo; 2d): Ebbene usando le propriet�a di una funzione 
onvessa di una variabile si pu�o dire
he jf(x)�f(x)jkx�yk � jf(x>)�f(x<)jkx>�x<k � L da 
ui la uniforme Lips
hitzianit�a in B(xo; d):Fine della dimostrazioneLa 
onvessit�a della funzione e la sua derivabilit�a danno luogo a jf(hÆ;")j = f(hÆ;") e quindi9 " > 0 j 8 Æ > 0 9 hÆ;"; khÆ;"k < minfÆ; rg j f(hÆ;") � "khÆ;"k: Sempre dalla 
onvessit�a abbiamof(�x) � �f(x) 
on 0 < � < 1 e quindi, s
rivendo f(hÆ;") = f(khÆ;"kr rhÆ;"khÆ;"k) si ha f(khÆ;"kr rhÆ;"khÆ;"k ) �khÆ;"kr f( rhÆ;"khÆ;"k ); khÆ;"kr < 1 essendo khÆ;"k < minfÆ; rg: Ne segue 
he jf(hÆ;")j � "khÆ;"k impli
af(vÆ;") � " 
on kvÆ;"k = r ossia i vettori vÆ;" stanno su di un 
er
hio di raggio r: Il 
er
hio �e
ompatto e l'insieme dei vettori fvÆ;"g al variare di Æ per il Teorema di Bolzano{Weierstrass haalmeno un punto di a

umulazione 
he 
hiamiamo v 
on kvk = r: Vogliamo dimostrare 
he lafunzione non �e derivabile in 0 lungo la direzione v: Poi
h�e la funzione �e 
onvessa 
i�o 
ontraddi
el'ipotesi di 
onvessit�a in quanto la restrizione della funzione ad una qualsiasi retta deve essereuna funzione 
he in ogni punto ammette derivata destra e sinistra �nite ed uguali. Il vettore v\sarebbe" il vettore v s
ritto prima nell'ipotesi 
he tutti i hÆ;" avessero la stessa direzione.Per de�nizione di punto di a

umulazione possiamo de�nire una su

essione di numeri fÆkgtale 
he kvÆk;" � vk � 1k : A questo punto usiamo la lo
ale Lips
hitzianit�a per avere la 
atenadi disuguaglianze f(Ækv) = f(Ækv) � f(ÆkvÆk;") + f(ÆkvÆk;") � f(ÆkvÆk;") � LÆkkvÆk;" � vk �"Æk � LÆkkvÆk;" � vk: Poi dividiamo per Æk ed otteniamo f(Ækv) � " � LkvÆk;" � vk ossiaf(Ækv) � "2 per k abbastanza grande da 
ui la non derivabilit�a .Resta da dimostrare la stessa propriet�a per funzioni de�nite su Rn 
on n > 2:28.7 Il vin
olo ha equazione 2x2+2y2+2xy = a2: Come al solito attraverso una rotazione (nellafattispe
ie8>><>>:x = 1p2(x0 + y0)y = 1p2(�x0 + y0) ) esso diventa g(x0; y0) = 32 (x0)2+ 52 (y0)2 = a2 mentre la funzioneda studiare diventa f(x0; y0) = 12 ((y0)2 � (x0)2): La funzione F (x; y) = f(x0; y0) � �g(x0; y0) hai seguenti punti 
riti
i (x0; y0; �) = (0;�aq25 ; 15) e (x0; y0; �) = (�aq 23 ; 0;�13 ): Per studiarne lanatura si pu�o ragionare in diversi modi. La prima osservazione �e 
he il vin
olo �e un sottoinsieme
ompatto di R2 e la funzione da studiare �e 
ontinua per 
ui ammette massimo e minimo. Inoltrela funzione f(x0; y0) �e pari tanto in x0 
he in y0: Ne segue 
he in (�aq23 ; 0) ha due minimi e duemassimi in (0;�aq25):Un se
ondo modo di pro
edere 
onsiste nello studiare la forma quadrati
a fxoixoj � �ogxoixojristretta ai vettori tangenziali al vin
olo. fxixj � �gxixj = ��1� 3� 00 1� 5�� ; e 
al
olata in15 d�a ��85 00 0� : I vettori ortogonali al vin
olo nei punti (0;�aq25 ) sono proporzionali al vettore1=di
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on � 2 R e quindi quelli tangenziali sono proporzionali a (�; 0): (�; 0)� �85 00 0���0 �= �85�2 e quindi i punti sono di massimo. Lo stesso 
al
olo per gli altri punti 
onsente didire 
he sono dei minimi. �E opportuno notare 
he la matri
e ha un autovalore negativo ed unautovalore nullo e quindi �e semide�nita negativa. Diventa de�nita negativa proprio quando 
isi restringe agli spostamenti tangenziali al vin
oloUn terzo modo (in realt�a equivalente al primo) �e il seguente: una volta arrivati a f(x0; y0) =12((y0)2� (x0)2) e g(x0; y0) = 32 (x0)2+ 52 (y0)2 = a2; si sostituis
e ad esempio (x0)2 = 23a2� 53 (y0)2nella prima ottenendo f(x0; y0) = 12((y0)2 + 53 (y0)2 � 23a2) e la si studia 
ome funzione di unavariabile29.7 Conviene osservare 
he il vin
olo �e rappresentato dall'intersezione delle due super�
ix2 + y2 + z2 = 2; e x2 + y2 = z (una sfera e un paraboloide) 
he danno 
ome risultato z = �2oppure z = 1: InR3 rappresentano due piani ma solo z = 1 ha signi�
ato in quanto il paraboloideha ordinata z non negativa. La funzione da massimizzare o minimizzare �e f(x; y; z) = x+ y+ zma essendo z �ssato, essa diventa f(x; y; z) = x+ y + 1: Appli
ando la teoria dei moltipli
atoridi Lagrange otteniamo la funzione F (x; y) = x + y + 1 � �(x2 + y2 � 1) le 
ui derivate 
idanno: Fx = 1 � 2�x = 0; Fy = 1 � 2�y = 0; F� = x2 + y2 � 1 = 0: Dalle prime due si hax = y = 12� 
he sostituite nell'ultima danno �2 = 12 e quindi � = �12 : Si ottengono quindi duepunti: P1 = 1p2(1; 1; 1) e P2 = 1p2 (�1;�1;�1): Chiaramente f(P1) > f(P2): Il vin
olo �e datoda un insieme 
hiuso e limitato e la funzione da massimizzare/minimizzare �e 
ontinua per 
ui,dal teorema di Weierstrass, tale massimo e minimo devono esistere (magari non uni
i). Non pu�o
he essere dunque P1 massimo e P2 minimo.31.7 1) Supponiamo 
he f 0(x) esista. Dobbiamo far vedere esiste il limite bidimensionaledel testo e 
he vale f 0(x):f(xo+h)�f(xo�k)h+k = hh+k f(xo+h)�f(xo)h � �kh+k f(xo�k)�f(xo)�k = hh+k� f(xo+h)�f(xo)h � f 0(xo)� +kh+k� f(xo�k)�f(xo)�k � f 0(xo)�+ f 0(xo)La funzione di due variabili hh+k , pur non ammettendo limite per (h; k)! (0; 0) �e limitata perh > 0; e k > 0 
os�� 
ome kh+k : Ne segue 
he la funzione di due variabili hh+k� f(xo+h)�f(xo)h �f 0(xo)� ha 
ome limite zero avendo il se
ondo fattore limite zero per ipotesi. Lo stesso di
asiper kh+k� f(xo�k)�f(xo)�k � f 0(xo)�Vi
eversa supponiamo 
he esista il limite bidimensionale e valga l: Eseguiamo il limite ponendok � 0: Quello 
he otteniamo �e la derivata destra 
he vale l: Ponendo h � 0 ed eseguendo il limiteotteniamo 
he la derivata sinistra �e l da 
ui il fatto 
he l = f 0(x):2) S
rivendo f(�)�f(�)��� = �f(�)�f(xo)��xo �f 0(xo)� ��xo��� +� f(xo)�f(�)xo�� �f 0(xo)�xo����� +f 0(xo) si ri
adenel 
aso 1).3) Se f 0(x) esiste 
ias
uno dei due limiti lim(x;y)!(xo;xo) f(x)�f(xo)x�xo ; lim(x;y)!(xo;xo) f(y)�f(xo)y�xoper de�nizione �e f 0(x) e quindi la di�erenza �e zero. Supponiamo vi
eversa 
he il limite fa

iazero. Se la funzione non �e derivabile allora possono veri�
arsi due evenienze. La prima �e 
hef 0(x+o ) 6= f 0(x�o ) oppure non esiste almeno una delle due derivate. Se f 0(x+o ) = l e f 0(x�o ) = l0
on l 6= l0 si ha f(x)�f(xo)x�xo = l + o(1) 
on x > xo e f(y)�f(xo)y�xo = l0 + o(1) 
on y < xo: Ne segue
he f(x)�f(xo)x�xo � f(y)�f(xo)y�xo = l � l0 + o(1) e quindi il limite non pu�o essere zero.Supponiamo 
he non esista una delle due derivate al 
ontrario dell'altra ossia f 0(x+o ) = l ma nonesiste il limite limh!0� 1h (f(x+h)�f(x)) (
he �e 
hiaramente la derivata sinistra della funzione).Ci�o vuol dire 
he 8 l 2 R 9 "l t:
:8 Æ > 0 9 �Æ 2 (xo � Æ; xo) t:
:j f(�Æ)�f(xo)�Æ�xo � lj � "l e si tenga1=di
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ostruiamo la funzione j f(�Æ)�f(x)�Æ�x � f(�)�f(x)��x j = j� f(�Æ)�f(x)�Æ�x � l��� f(�)�f(x)��x �l�j �"l � o(1) se � �e abbastanza vi
ina a xo e quindi il limite non pu�o far zero.Se supponiamo 
he non esista tanto f 0(x+o ) quanto f 0(x�o ) si ripete il ragionamento. Abbiamo8 l 2 R 9 "l t:
:8 Æ > 0 9 �Æ 2 (xo � Æ; xo) t:
:j f(�Æ)�f(xo)�Æ�xo � lj � "l e8 q 2 R 9 "q t:
:8 Æ > 0 9 �Æ 2 (xo; xo + Æ) t:
:j f(�Æ)�f(xo)�Æ�xo � qj � "qPrendiamo "l � "l e "q � "q (l 6= q) tale 
he "l+"q � 12 jl�qj: Ne segue j f(�Æ)�f(x)�Æ�x � f(�Æ)�f(x)�Æ�x j =j�f(�Æ)�f(x)�Æ�x � l�� � f(�Æ)�f(x)�Æ�x � q�+ (l� q)j � jl� qj � "l � "q � 12 jl� qj qualsiasi sia Æ > 0 da
ui la impossibilit�a del limite di essere zero.32.7**** Gli esempi sono diversi. Dapprima 
ostruiamo una appli
azione f : [0; 1℄! [0; 1℄�[0; 1℄ 
he sia suriettiva, non 
ontinua e non iniettiva. Su

essivamente 
ostruiamo una appli-
azione 
he sia suriettiva e 
ontinua ma non iniettiva. Avere una appli
azione 
ontinua, suriettivae iniettiva (omeomor�smo) �e impossibileSia t 2 [0; 1℄ t = 0; t1t2t3; : : : def= +1Xk=1 tk2k lo sviluppo binario di t (
hiaramente tk vale zero op-pure uno). De�niamo x(t) = 0; t2t4t6; : : : = +1Xk=1 t2k2k e y(t) = 0; t1t3t5; : : : ;= +1Xk=1 t2k�12k : Perevitare ambiguit�a supponiamo 
he nello sviluppo di t vi siano sempre in�niti zeri. L'appli
azionef(t)def=(x(t); y(t)) �e 
hiaramente suriettiva. Infatti se (xo; yo) 2 [0; 1℄� [0; 1℄ e xo = 0; a1a2 : : : ;yo = 0; b1b2 : : : ; allora f(0; a1b1a2b2; : : :) = (xo; yo):L'appli
azione non �e 
ontinua in t = 14 : Infatti la su

essione t1 = 0; 00100 : : : ; t2 = 0; 001100 : : : ;t2 = 0; 0011100 : : : ; 
onverge al valore 0; 01 e f(0; 01) = (12 ; 0): Inve
e limn!+1 f(tn) = (12 ; 12 )e quindi non �e 
ontinua. Chiaramente non �e 
ontinua neppure nei punti 2�r 
on r intero per lestesse ragioni. La ragione sta nella s
elta fatta di utilizzare espansioni 
he 
ontengano in�nitizeri. Quindi tn ! 0; 001 ma f(0; 001)def= f(0; 01): Se si usasse la 
onvenzione 
he nello sviluppobinario di t 2 [0; 1℄ devono esser
i in�niti 1 inve
e di zero, allora si otterrebbe la 
ontinuit�a .Nel 
aso pre
edente infatti, la su

essione tn 
onvergerebbe al valore 0; 001 e f(0; 001) = (12 ; 12 )Non �e neppure iniettiva. Infatti f(0; 11) = (12 ; 12) = f(0; 1001) in quanto x(0; 1001) =P+1k=2 12k =12 e y(0; 1001) = 2�1Dovuto a Hilbert �e un se
ondo esempio di \
urva 
he riempie lo spazio". Per la sua 
ostruzionesi divida l'intervallo [0; 1℄ nei quattro segmenti I1 = [0; 14 ℄; I2 = [14 ; 12 ℄; I3 = [12 ; 34 ℄; I4 = [34 ; 1℄e fa

iamo 
orrispondere a 
ias
un intervallo un quadrato 
ontenuto all'interno del quadrato[0; 1℄� [0; 1℄ se
ondo la regola: a I1 
orrisponde [0; 12 ℄� [0; 12 ℄; a I2 
orrisponde [0; 12 ℄� [12 ; 1℄; a I3
orrisponde [12 ; 1℄� [12 ; 1℄; a I4 
orrisponde [12 ; 1℄� [0; 12 ℄: Siano Qi i = 1; : : : ; 4 i quattro quadrati.Cias
un intervallo I1; : : : ; I4 viene suddiviso allo stesso modo e gli vengono fatti 
orrisponderequattro quadrati se
ondo la regola di prima. Ad esempio I1 viene suddiviso in I11; I12; I13;I14; dove I11 = [0; 18 ℄ e via di
endo per gli altri. A I1j 
orrispondono i quattro quadrati Q1jj = 1; : : :4 dove, ad esempio Q11 = [0; 14 ℄�[0; 14 ℄ e via di
endo. Ad ogni punto dell'intervallo [0; 1℄�e asso
iata in modo uni
o una su

essione di intervalli fIi1i2:::ing ij intero, 1 � ij � 4; e quindi�e asso
iata una su

essione di quadrati fQi1i2:::ing: Tali quadrati hanno diametro tendente azero, sono in
lusi l'uno nell'altro e quindi hanno intersezione non vuota e uni
a 
he 
hiamiamoy: La funzione 
he de�niamo �e quella 
he ad x asso
ia y se
ondo la regola appena des
ritta.La funzione f(x) �e 
ontinua. Infatti sia a 2 [0; 1℄ e sia xk ! a: Per ogni n identi�
hiamol'intervallo fIi1i2:::ing 3 a (per al
uni punti possono esservi due intervalli; ad esempio per x = 12).Dalla 
onvergenza di xk ad a segue 
he da un 
erto kn in poi i punti xk stanno dentro l'intervallo1=di
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ritto e un'altra parte parte dentro ilse
ondo intervallo 
he non abbiamo indi
ato). Ci�o impli
a 
he f(xk) per k > kn sta dentro unquadrato (eventualmente due) 
he 
ontiene a e per 
ostruzione, per n! +1 l'area del quadratotende a zero 
he �e 
ome dire 
he f(xk)! f(a)La funzione non �e iniettiva. Infatti f(12 ) = f(56) = (12 ; 12 )

AO B CD E 1418 316
Al segmento (0; 14 ) 
orrisponde il quadrato di lato OA: Al segmento (18 ; 316) 
orrisponde ilquadrato di lato BC: Dalla ulteriore suddivisione dell'intervallo (18 ; 316) si prende il terzo sottoin-tervallo dato da ( 532 ; 1164) al quale 
orrisponde il quadrato di lato DE e via di
endo. Al terminedel pro
esso, sul segmento si 
onverge verso il punto 56 e sul quadrato verso il punto (12 ; 12 )33.7* Se f fosse iniettiva allora sarebbe invertibile e per l'eser
izio 70.5 l'inversa sarebbe
ontinua. Ora 
onsideriamo il quadrato dal quale abbiamo tolto tre punti nessuno dei quali ha
ome 
ontroimmagine sul segmento 0 oppure 1. Il quadrato rimane 
onnesso e quindi l'immagineinversa, 
he �e un sottoinsieme del segmento [0; 1℄ �e an
he esso 
onnesso dall'eser
izio 71.5. Maquesto �e impossibile per
h�e togliendo tre punti da un segmento lo si s
onnette.34.7** Fa

iamo vedere 
he (0; 0) �e un massimo relativo (usare l'hessiano �e inutile). �E suf-�
iente far vedere 
he in un intorno dell'origine si ha y2 � 2y(x2 + x3) + x6 + x4 � x5 > 0:Si ha � = 3x5 e se x < 0 allora la disequazione �e vera per ogni valore di y: Se � > 0 os-sia x > 0 si hanno due radi
i reali date da y1;2;= x2 + x3 � 31=2x5=2: Se x �e pi

ola si hay1 = x2 + x3 � 31=2x5=2 > 0 (fatto questo essenziale) e la soluzione �e y < y1 oppure y > y2: Nesegue 
he se jxj �e suÆ
ientemente pi

olo allora per y1 < y < y2 si ha f(x; y) > 0 e quindi (0; 0)�e un massimo non assolutoChe (0; 0) �e l'uni
o punto 
riti
o lo si vede derivando fx = �6x5� 4x3+4yx2+6yx3+3x2 = 0e �2y + 2x2 + 5x4 = 0: I due sistemi generano l'equazione 15x4 = 0 
he ha x = 0 
ome uni
asoluzione.Nel se
ondo 
aso si ha an
ora l'uni
o punto 
riti
o (0; 0) e l'equazione f(x; y) = 0 ha 
omedis
riminante � = 3x3 + x5 = x3(3 + x2) per 
ui f(x; y) < 0 sempre per x < 0: Se x > 0 si haf(x; y) < 0 per y < y1 oppure y > y2 dove y2 = �x�x2+p3x3 + x5 < 0 se x �e suÆ
ientementepi

olo. Quindi (0; 0) �e e�ettivamente un massimo. Per y1 < y < y2 si ha f(x; y) > 0 e quindi ilmassimo non �e assoluto (propriet�a peraltro evidente an
he dal fatto 
he limx!1 f(x; 0) = +1)35.7**�xf(x) = 8><>: 2xx4 � y4 + 2x2y2(x2 + y2)2 � 32y x 6= 00 x = 0 �yf(x) = 8><>: 2y y4 � x4 + 2x2y2(x2 + y2)2 � 32x x 6= 00 x = 01=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
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Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria�xxf(x) = 8><>: 2y6 + 3x4y2 + 9x2y4 � y6(x2 + y2)3 x 6= 02 x = 0�yyf(x) = 8><>: 2x6 + 3y4x2 + 9y2x4 � x6(x2 + y2)3 x 6= 02 x = 0�xyf(x) = 8><>: � 16 x3y3(x2 + y2)3 x 6= 0� 3=2 x = 0 �yxf(x) = 8><>: � 16 x3y3(x2 + y2)3 x 6= 0� 3=2 x = 0Nell'arti
olo, l'autore 
hiede 
he la funzione f(x; y) sia due volte Gateaux{di�erenziabile in xo.Ci�o vuol dire:1) deve esistere per ogni h 2 R2 e per ogni x in un intorno di 0 il limite limt!0 1t (f(x+th)�f(x)):Chiamiamo f 0x(h) tale limite2) f 00(h) deve essere lineare in h3) 
ias
una derivata parziale �xf e �yf deve soddisfare il punto 1) 
on �xf prima e �yf poi alposto di f:La funzione proposta non soddisfa la ri
hiesta in quanto, ad esempio limt!0 1t �x(th) = h1(h41 +2h21h22 � h42) e non �e una funzione lineare del vettore h.Per avere una funzione due volte Gateaux{di�erenziabile(7:7) si de�nis
ef(x) = ( 1 x2 < y < 2x2x2 + y2 altrimenti

(7:7) nella referenza 
itata la funzione �e : f(x)=( �1 x2Sx2+y2 x62S dove S �e la regione 
ompresa all'interno delle due
urve f(x)=( x=
os #4 
os#y=
os #4 sin# f(x)=( x= 12 
os #4 
os#y= 12 
os #4 sin# e 0�#<2�1=di
embre=2008; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 44


