Esercizio 346

[ file scaricato da http://www.extrabyte.info |

Assegnata la curva y = 2%, determinare in un punto qualunque P (z, f (z)), la lunghezza t
della tangente, della sottotangente (S;), della normale (n) e della sottonormale (.S,,)

KKk
Soluzione
Poniamo:
def ~p
f(z) =2
Quindi:
f () =2"1In2

La lunghezza della tangente ¢ data da:

t =

Lo i p o )
V142201022

- In2

La lunghezza della sottotangente ¢ data da:

f(z)
Sy = 2
ze 2
_ 1
~ In2
La lunghezza della normale ¢ data da:
n=f @)1+ (2)° (3)

=2"V1+221n*2

La lunghezza della sottonormale e data da:

Sp=1f (z) f (2)] (4)
=22%1n2



Esercizio 347

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

xy = arctan E, (5)
)

determinare la derivata ¢y = j—g

XKk

Soluzione
Derivando primo e secondo membro della (5) rispetto a x:

1 — vy
ytay = —7y L
1+5 oy
Cy—azy
a2 42

Riordinando i vari termini:
y':c(1+x2—|—y2) :y(l—x2—y2)
cioe:
, oyl —a® =%

y :x(1+x2+y2)

Esercizio 348

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

x¥ =y", (6)

determinare la derivata ¢y = j—g

XKk

Soluzione
Prendiamo il logaritmo di primo e secondo membro di (6):

ylnzx =xlny
Deriviamo primo e secondo membro:
x
y' Inx + v _ Iny+ —y
z Y
Riordinando i vari termini, e risolvendo rispetto a y':

,_xlny—y.g

y_
ylnxr —x =z



Esercizio 349
Assegnata la curva y = 22, determinare:
1. L’equazione della tangente e della normale in Py (zo, f (x0)), essendo zo = 3.

2. La lunghezza t della tangente, della sottotangente (S;), della normale (n) e della sot-
tonormale (S,)

koK
Soluzione
Poniamo:
d
f @) 2
Quindi:

L’equazione della retta tangente in Py é:

y—f(xo):f,(l’o)(x—fﬂo)

Cioe:
y==06xr—9 (7)
L’equazione della normale nel medesimo punto:
f (o) =~ (& — w0)
— f(xy) = — -z
Y 0 (o) 0
Cioe:
1 19
Y= —630 B} (8)
La lunghezza della tangente ¢ data da:
[ (o) 2
= 1 + / T 9
eV (a) 0
3
N
2
La lunghezza della sottotangente ¢ data da:
[ (@o)
Sy = 10
t f/ ($0) ( )

w



La lunghezza della normale ¢ data da:

n=|f (o)l \/1+ f (20)*
= 9V/37

La lunghezza della sottonormale e data da:

Sn = |f (o) [ (w0)]
=54

Esercizio 350

Mostrare che la lunghezza della normale all’iperbole equilatera:

22 —y? = a2,

¢ uguale in un qualunque punto P (x,y) al raggio vettore di P: r = y/x? + y2.

XKk

Soluzione

(11)

(12)

(13)

Osserviamo che la funzione y (z) ¢ implicitamente definita attraverso la (13). Quindi deriv-

iamo primo e secondo membro rispetto a x:

z—yy =0,

cioe:

La lunghezza della normale e:

n=lylv1+y?

Per la (14):
n=+z2+y:=r

Esercizio 351

Mostrare che la lunghezza della sottonormale all’iperbole equilatera:

2= =
¢ uguale in un qualunque punto P (z,y) a |z|.

*okook

(14)

(15)



Soluzione
Osserviamo che la funzione y (z) ¢ implicitamente definita attraverso la (15). Quindi deriv-
iamo primo e secondo membro rispetto a x:

r—yy =0,
cioe:
,
) (16)

La lunghezza della normale e:

Sn = lyy/|
Per la (16):

Sy = |z|

Esercizio 352

Dimostrare che il segmento della tangente all’iperbole

xy = a?, (17)
compreso tra gli assi delle coordinate, e diviso a meta dal punto di tangenza.
koK

Soluzione
2 2
Sia Py (z0,40) € 7) y = %, da cul yo = {-. Poniamo:

a
fz)=—
Quindi:
2
a
f'(zo) = 2
L’equazione della tangente a v in Fy é:
a? 2a
= —— — 18
y=—grt (18)

Indicati con M e N i punti di intersezione di v con gli assi coordinati (fig. 1), dobbiamo
dimostrare che Fj e il punto medio del segmento M N.
A tale scopo calcoliamo le coordinate di tali punti. Nella (18) poniamo:

22 22
x:0:>y:i):>M(0,i>

ZTo ZTo
y=0= 2 =2x)) = N (210,0)



Figure 1: Retta tangente a v) zy = a*.



Quindi il punto medio ha coordinate:

:Z'—0+2x0—1‘

= 5 = 20

40 g2

Y= 9 = — =%
Lo

Cioe Py (o, f (z9)) € il punto medio del segmento M N.

Esercizio 353

Dimostrare che per 1'asteroide:

SL’2/3 + y2/3 _ a2/3’ (19)
il segmento della tangente, compreso tra gli assi coordinati, ha una lunghezza pari a a.

kokok

Soluzione
Deriviamo rispetto a z primo e secondo membro della (19):

2 2 1/3
gx—l/s i §y_1/3y/ )=y = — (g)

Sia Py (zo,10) € v) 2%/ 4+ 9?3 = /3, quindi:

2/3 2/3
?/o/ — 23 _ :1:0/

Senza perdita di generalita, supponiamo che sia y, > 0:

3/2
Yo = (a” Sy 3)

La derivata nel punto xy:

1/2
2/3
<a2/3 — a:o/ )

/ P —
Yo = 1/3
Lo

Possiamo ora scrivere I’equazione della tangente a v in Fy:

T 2/3\1/2 2/3\1/2
y:_ﬁ (a2/3—x0/> + a?/3 <a2/3—x0/> (20)
0

Indicati con M e N i punti di intersezione di vy con gli assi coordinati dobbiamo dimostrare
che MN = a.
A tale scopo calcoliamo le coordinate di tali punti. Nella (20) poniamo:



x:o:y:a2/3 <CL2/3—I§/3) ) _ M (0,@2/3 <a/2/3_x§/3) )
y=0=ax= a2/3x(1)/3> — N <a2/3m(1)/3,0)

Quindi

_ 2 1/2 2
MN = \/[O—@Q/?’mé/g} — {<a2/3—x(2)/3> / —0}

=a

Esercizio 354
Scrivere le equazioni della tangente e della normale alla curva
24y’ +22—6=0,
nel punto di ordinata y = 3.
Kok ok

Soluzione
Deriviamo rispetto a x primo e secondo membro della (21):

322 +2

322 42y +2=0= ¢ = — %

Per y = 3 la (21) diventa:

PP +20+3=0<= (z+1) (2" —243)=0<=z=-1

zeR
Quindi:
5
/ _1 —_ _ -
y(=1)=-¢
Da cio possiamo scrivere ’equazione della tangente:
5 13
T) y:—6x+g<:>5x+6y—1320

L’equazione della normale:

6
V) y=3=;(x+1) 62— 5y+21=0



Esercizio 355

Dimostrare che le normali all’evolvente del cerchio:

z(t) = a(cost + tsint) (22)
y(t) = a(sint — tcost)
sono tangenti al cerchio z? + 3% = a?.
kkk

Soluzione

Determiniamo la derivata % della funzione y () implicitamente definita dalle (22). A tale
scopo calcoliamo:

dx ; y
— = at cos
dt
d
d—?; = atsint,
donde:
dy
— =tant
. an

L’equazione della normale alla curva (22) nel punto di coordinate xg = x (o), yo = y (to) €:

dx
why-ylt == () st
dy /s,
Cioe:
y = a(sinty — tgcost) — cotty (x — acosty — atgsinty)
Semplificando:

ng) y = —x cotty + a (sinty + cot tycosty) (23)

Determiniamo ora l’equazione della tangente alla curva:

x2+y2:a2

A tale scopo esprimiamo quest’ultima in forma parametrica:

x(t) = acost
{ y(t) = asint (24)
Quindi:
d
d_f = —asint (25)
d
d—?z =asint



Cioe:

dy

— = —cott
dz

Pertanto 'equazione della tangente alla curva (24) nel punto di coordinate x

Yo =y (to) &
dy
W=yt =- () -l
dx /),
con le varie grandezze date dalle (24)-(25)-(26). Quindi:

T0) y = —xcotty+ a(sinty + cottycosty)
Cioe
Vo € R, ng = 19

donde l'asserto.
La curva di equazioni parametriche (22) ¢ riportata in fig. (2).

x(t) = a(cost + tsint)
a(sint — tcost)

Figure 2: Curva di equazioni parametriche { y (1)

10

T (to),

(27)



Esercizio 359

Un punto si muove sull’iperbole

10
_.CE

y (28)

con una velocita tale che la sua ascissa cresce uniformemente alla velocita di una unita per
secondo. Determinare la velocita di variazione della sua ordinata quando il punto transita
per P (5,2).

Soluzione

E conveniente passare ad una rappresentazione parametrica della (28), assumendo come
parametro il tempo ¢t. A tale scopo osserviamo che x (t) = vt, essendo v la velocita con cui
'ascissa = varia nel tempo. Per ipotesi ¢ v = lunita/s, per cui scriviamo:

{ =t =t (29)

La derivata di y (t) é:

dy 10
at
Determiniamo a quale istante il punto transita per P; (5,2). Deve essere x (t;) =5 = t; =
5s. Dalla (30) possiamo determinare la velocita con cui varia y quando il punto passa per

Pli
dyy _ 2
dt),., 5

(30)

11



