Esercizio 35

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Calcolare:
i (Ve =1 Vo)
Kk k
Risulta:

lirf (\3/33 —1— v 21‘) =

La forma indeterminata puo essere rimossa determinando un “fattore razionalizzante”. In
generale, se

= Vp(x) = Vq(o)

il fattore razionalizzante é:

=3 @) ()
Per f(z) = /xr — 1 — 2z

3

r@) =30 () (@ — 1P 20

k=1

= (=1 + 22 (x — 1) + Va2

Da cio segue:

Vo =1—2z) |{f(x = 1) + /22 (z - NIv]
lim (W_%>=lim( 2)[m+m+ 1
z—+00 z—+00 m+\3/m+\3/4_a:2

. r+1
= — lim

e (x—1)+ 2 (x — 1) + Va2

= — lim \3/_(1—’_1)

(#00) - ( 1+0+
1+ 2+ V4
= —(+00)



Esercizio 37

Calcolare

lim <m + W)

r——00

okok

Abbiamo:

lim (a: + Vit + 1) = —00 + 00, (1)

r——00
cioe il limite si presenta nella forma indeterminata oo —oo. In questo caso l'indeterminazione
si rimuove moltiplicando e dividendo per un fattore razionalizzante r (x), che in generale si
scrive:

N
r(z) = (F)" ]</p ()" q (@), per f(x) = ¥/p(x) £ Vaq(2) (2)
k=1
Per poter applicare la (2), scriviamo nella (1) 2 = —v/z?* (prendiamo la radice con il segno

— poiche nel calcolo del limite ¢ z — —o00). Quindi:

fla)=a+ Vol +1=Vat +1- Vot (3)

Con la f (z) scritta come in (3) possiamo applicare la (2) per ottenere r (z):

r(@) = Y@+ 1)+ Yt @ 1)+ Y @ 1) + Ve )

Abbiamo:

lim f(x)= lim

Tr——00 Tr——00 T (_Qj')

()

Sviluppiamo f (z)r (x):

[ (@)r (@) = (VaT+1 - Vai) [f/(:& F 1)+ ot (20 + 1) + VB (e + 1) + Va2
= \/(a*+ 1)t = V16
Quindi:

\/ (xt + 1)4 — /16

im f(z) = lim e (6)
oot 1=t
= lim
Tr——00 T (;1;’)
= lim 1
r——00 T (x)



per cui:
1 1
1 1 =—=0"

Esercizio 43

Determinare 'ordine dei seguenti infinitesimi (per z — 0):
L f (@)= 35
2. f(x)=3/x+ Yz (per z — 0F)
3. f(x) = Va2 — /a3 (per z — 0F)
1 £

xr) =sinx — tanx

kKK

Soluzione

1. Assumiamo in tutti gli esercizi, la funzione u (x) = x come infinitesimo di riferimento.

[ (x) zme

alclgtl) U (:1:) z—0

Quindi f (x) & un infinitesimo di ordine o = 1.
2. f(x)=x+ Yz
\/x + {/x T s \’ﬁ

m—>0Jr xz—07t

z—0t

Quindi f (x) ¢ un infinitesimo di ordine v = .

Alternativamente:

n/ n 1/n 1/n
lim —x—i_ﬁ: lim —<ZE+.’E )

z—0t xe z—0t x

Ma nella (8) x & un infinitesimo di ordine superiore rispetto a z'/™, per cui

1/n 2

R CE / AL
lim ——— = lim
£—0+ T« z—0t ¢

—104hm +1€R—{0}<:>a:1

1
= lim \/zl —on 4 /gl-en® ¢ R — {0}<:)oz—

1
GR—{O}@O&ZE

(9)

Inoltre gli infinitesimi {/z + /x e "/z sono equivalenti, giacche il limite (9) vale 1:

Y+ Yz~

(10)



3. f(x) = Va2 — Va?
VY

lim
z—0t

n n 2
= lim (\/IQ—Q“— \/x3_an) E]R—{O}<:>oz:ﬁ

z—0t

T N . . . . . )
Quindi f (r) ¢ un infinitesimo di ordine a = =.

Alternativamente:

W o {L/F xQ/n _ xS/n

lm — MM = lim ——— (11)
z—0t T z—0t T

2/n per cui

Ma z%/™ & un infinitesimo di ordine superiore rispetto a x
. x2/n _ xB/n . 2/n

lim — = lim

z—0t xre x—0+ ¢

2
GR—{O}<:>O[:E

Inoltre gli infinitesimi V2?2 — V23 e V2?2 sono equivalenti, giacche il limite vale 1:

22 (12)

4. f(x) =sinx —tanz

sinx —tanz . sinz(cosz — 1)
im ——— = lim

z—0 xr% z—0 r*cosx
. sinx 1 cosx — 1
= —lim . . -
z—0 x cos T xre

ER-—{0}<=a—-1=2<=a=3

Esercizio 60

Calcolare:
. tanx —sinx
lim —mM8MMM—
t—0 x —sinx
Kok ok
Soluzione
Abbiamo:
. tanz —sinz 0 . sinz (1 —cosx)
lim ———— = — = lim :
z—0 x —sinx 0 e—0cosz(z—sinz)

Dividendo numeratore e denominatore per z?:

sinz 1—cosx

lim —2—2°
2—=0 cos T *—3-*

Calcoliamo a parte:



. x—sinzx Og. 1—cosz 1
lim ————— = - = lim = -,
z—0 3 0 20 3z
per cui:
sinxz 1—cosx
. 2
lim —&— 2> _ 3

r—sinx

z—0 COS T=—5
€T
Alternativamente (e in maniera piu spedita):

1 _ 3
H oy — COsT . 1 —cos’z

= ljm<str  —  — lim 5
z—0 1 —cosx z—0 cos? x (1 — cosx)

. tanx —sinzx 0
lim —mMm8M— = 0

z—0 I —sinx

Eseguiamo il cambio di variabile ¢ = cos x, per cui:

1—¢ 1—-1)(1 2
lim—:im( b +t+t):3
=112 (1 —t) =1 t2(1—1)

Esercizio 63

Calcolare il seguente limite:

lim 2%
z—0t

Xkk

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 0°:

lim z* = 0°
z—0t

Calcoliamo il logaritmo del limite:

ln(lim xr) = lim (In2") = lim zlnz=0- 00

z—0t r—0t z—0t

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 0° alla forma indeterminata 0 - co. Per
poter applicare la regola di De L’Hospital dobbiamo ricondurre quest’ultima alla % o=

1

— lim 4 = lim x =0~
z—0t = z—0t

) . Inz o
lim xlnz = lim - = —
z—0t z—0t P 0/e]

I

Quindi:

r—0t z—0t

1n<lim x$> =0 = lim 2°=¢" =1"



Esercizio 64

Calcolare il seguente limite:

1
lim z%1n (cos —)
xr——+00 €T

XKk

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 0 - oo:

1
lim z%In (cos —) =0-00

Tr——+00 €T

Scriviamo:

. 9 1 o In (cos %) 00

Iim 2°In|cos— | = lim — g = —

Tr——400 €T r——+00 = o0
X

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 0 - co alla forma indeterminata 2=, per
cui possiamo applicare la regola di De L’Hospital:

In (cos i 1
lim Mg—— lim ztan —

r—+00 == T—+00 xr
X

Eseguiamo il cambio di variabile t = %:

) 1 .
lim ztan— = lim
z—+00 x t—0t+ ¢

per cui:

1 1
lim 2%In (cos —> = —=
r—+00 X 2

Esercizio 65

Calcolare il seguente limite:

1/x

lim e/*tanzx

x—0t

XKk

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 0 - oo:

lim e”/*tanz = 0 - 0o
z—0t

Scriviamo:



1/x
. . e 00
lim e’/*tanz = lim = —
z—0T z—0+t cot T o0

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 0 - oo alla forma indeterminata 22, per
cui possiamo applicare la regola di De L’Hospital:

1/z _iel/x . 2
lim € z lim —2—— — lim [el/x (SIHSL’)

e—0+t cot T zo0t ——b o0+ x2
Sin® T

per cui:

lim e'* tanz = +o00

z—0t
Esercizio 66
Calcolare il seguente limite:

lim z'/*
T——+00

XKk

Soluzione

Il limite si presenta nella forma indeterminata oo®:

1/x 0

lim z"* = o0

T—-+00

Calcoliamo il logaritmo del limite:

|
In < lim xl/x) = lim (ln xl/x) = lim hr X
T—+00 T—-+00 r—+o0o I o0

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata oo alla forma indeterminata 2. Percio

possiamo applicare la regola di De L’Hospital

Inz o0 g 1
lim — === lim = =0"
r—-+o0o T o0 r——+00 T

Quindi:
In ( lim xl/x> — 0" = lim 2" =" =1t
r—-+00 r——+00
Esercizio 67
Calcolare il seguente limite:
. _2
lim z3tme
z—07F

*okok



Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 0°:

2
lim g3z = (°
z—07F

Calcoliamo il logaritmo del limite:

Inx o0
In( lim 27 | = lim (lna:4+%nfv> =2 lim — = —
z—0t z—0* z—0+ 4 + Inx 0
Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 0° alla forma indeterminata >. Possiamo
percio applicare la regola di De L’Hospital:

. Inzx 00
2 hm _— = —
x~>0+4—|—h’lx o

I

2 lim
z—0t

8 =8 |~
I
)

Quindi:

. 72 . 72
In( lim z&sz | =2 =— lim zifns = 2
z—0t z—0t

Esercizio 68
Calcolare il seguente limite:

lim xsin x

z—0

kokok

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 0°:
lim 2% = 0°

z—0
Calcoliamo il logaritmo del limite:

In <lirn msm‘”> = lim (lnxSi”) =limsinzlnz =0-0c0

z—0 z—0 z—0

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 0° alla forma indeterminata 0 - co. Per

poter applicare la regola di De L’Hospital e necessario convertire 0 - 0o in % oin Z:

L . lnxz oo gy .. % . 1 sin’zx
hmsm:z:lna::hmT:—:llml—:—hm =
z—0 z—0 — o0 z—0 ——=— COS T z—=0cosTr I

Simnnx si- x

Quindi:

In <lim :Csmx) = 0= limz"* =" =1

z—0 z—0



Esercizio 69

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Calcolare il seguente limite:

lim (1 — 2)°(%)

r—1

XKk

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 0°:

lim (1 — x)cos(%m) =(°

x—>1

Calcoliamo il logaritmo del limite:

In (lirri (1— x)cos(%)) = lirri In [(1 - x)cos(%)} = lirri [cos (%) In(1-— x)] =0-00
Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 0° alla forma indeterminata 0 - co. Per

poter applicare la regola di De L’Hospital & necessario convertire 0 - co in

< oo,
0 o 1m Pt

lim [COS <%> In(1-— x)}

r—1

Il primo limite:

= — — —limsin (7z) =0
T z—1



Percio:

rz—1 r—1

In (lim (1-— x)cos(%)> = lim |:COS (%) In(1— x)] =0

Si conclude che:

lim (1 — x)cos(%> =e=1

r—1

Esercizio 70

Calcolare il seguente limite:

lim (az® + bx + 1) Py

z—0

XKk

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 1°°:
1
lim (ax2 + bx + 1) az?+be — 1°°
z—0

Calcoliamo il logaritmo del limite:

In [lim (ax2 + bx + 1)%]
z—0

= lim In [(axQ +bx + 1)&902714&1]

z—0

In (az? + bx + 1)
S a0 ax? + bx

0
0

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 1°° alla forma indeterminata %. Possiamo
percio applicare la regola di De L’Hospital:

. In(az? +bzx+1) g .. 1

lim = lim—o0oF— =

7—0 ax? + bx z—0 qz? + bx + 1
Percio:

In [lim (axQ +br + 1)%271-{—bccj| —1
x—0
Si conclude che:

1
lim (az® + bx 4 1) =?r = el = ¢
z—0

10



Esercizio 71

Calcolare il seguente limite:
L1
lim 1=+
r—1

*okok

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 1°°:

) 1
limzT—= = 1

z—1
Calcoliamo il logaritmo del limite:
In (hm xﬁ> — limInzT7 = lim Iz = 9
z—1 r—1 r—1 1 —x O

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 1°° alla forma indeterminata %. Possiamo
percio applicare la regola di De L’Hospital:

Percio:

Si conclude che:

Esercizio 94

Calcolare il seguente limite:

. T tan%
lim <tan —)
z—1 4

okosk

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 1°°:

Calcoliamo il logaritmo del limite:

11



) T tan . T tan 5 . T T
In [hm (tan Z) ] = lim In <tan Z) = lim [tan - In <tan —)]

rx—1 r—1 r—1 4

 lim In (tan %) _ 9
rz—1 cot % 0

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 1°° alla forma indeterminata %. Possiamo
percio applicare la regola di De L’Hospital:

In (tan 2 1 1 1
1imM2—§1im(cot@~ -sin2E>:—§~1-2-1:—1
o

Percio:

Si conclude che:

Esercizio 91

Calcolare il seguente limite:

lim (cotx) EerE)
z—07F

*okok

Soluzione

Il limite si presenta nella forma indeterminata oo®:

. 1

lim (cot x)mGine = oo
z—07+

0

Calcoliamo il logaritmo del limite:

1 1 1 t
In | lim (cot m)ln(silnw = lim In (cot m)ln(silnﬂ = lim M -
x—07T z—07F z—0+ In (sm 93') o0

0

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata oo® alla forma indeterminata . Possi-

amo percio applicare la regola di De L’Hospital:

1
In(cotx) g tanx - (—== 1
hm—<, ):lm T <Sln””):—hm — =1
z—0t In(sinz)  o—0t == -cosx z—0+ COS? T
Percio:
1
In | lim (cotz)mGno | = —1

z—0t

12



Si conclude che:

lim (cot x)ln(ﬂlnz) —e ==
z—0+ e

Esercizio 94

Calcolare il seguente limite:

T tan%
lim (tan —)
4

r—1

XKk

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 1°°:

T tan X
lim (tan —) o
r—1 4

Calcoliamo il logaritmo del limite:

rx—1 r—1 rx—1 4

tan &L tan ZX
In {lim (tan %) : ] = lim In <tan %) * — lim [tan %x In <tan E)]

oy I (tang) 0

z—1  cot % 0

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 1°° alla forma indeterminata %. Possiamo
percio applicare la regola di De L’Hospital:

In (tan = 1 1 1
hmMi——hm cot =X sin? ) = 22 .1.2.1= 1
x—1 Cot%z 2 z—1 T

Percio:

Si conclude che:

Esercizio 95

Calcolare il seguente limite:
. 1
lim (cot z)mGine)
z—0t

kkk

13



Soluzione

Il limite si presenta nella forma indeterminata oo?:

1
lim (cotx)™Ena = oo’
z—0t

Calcoliamo il logaritmo del limite:
In(cotx) o0

In | lim (cot m)ln(silnw = lim In (cot x)ln(s}m) = lim —— = —
z—0+ z—0+ z—0+ In(sinz) oo

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata oo® alla forma indeterminata >. Possi-
amo percio applicare la regola di De L’Hospital:

1
. In(cotz) g .. tanz-(—== _ 1
hm—(, ):lm T (Smx):—hm — =1
z—0t In(sinz)  o—0t == -cosx z—0+ CoS?
Percio:
1
In | lim (cotz)mGna) | = —1
z—07F
Si conclude che:
1 _ 1
lim (cotx)mGns =e ! = =
z—0t e

Esercizio 95

Calcolare il seguente limite:

1
li tx)me
$l)]:(r)l+ (CO :L') nx

kokok

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata oo®:

lim (cot x)ﬁ = oo’
z—07F

Calcoliamo il logaritmo del limite:
In(cotz) o0

1 1
In [lim (cota:)lnx] = lim In(cotz)®s = lim ———— = —
x—07F z—0*t z—07F Inz o0

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata oo alla forma indeterminata 2. Possi-
amo percio applicare la regola di De L’Hospital:

li In (COt ZE) H . tanz - (_sin12m)

. T 1
im 1 = — lim - . = -1
z—0t Inz z—0T = z—0T \ SInZ CosZ

Percio:

14



In [lim (cotx)lﬂlr} =-1

r—0t

Si conclude che:

1 1
lim (cot x)lnlz =e ==
z—0t e
Esercizio 96
Calcolare il seguente limite:
lim (cot )%
im (cot x)m=
z—0t

kokok

Soluzione

Il limite si presenta nella forma indeterminata oo®:

1
lim (cotz)™* = oo
z—0F
Calcoliamo il logaritmo del limite:
1 ) i . In(cotz %)
In [lim (cotx)lnx] = lim In(cot z)®™= = lim In(cot z) = —
z—07F z—07t z—07F Inz o0
Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata oo® alla forma indeterminata 2. Possi-
amo percio applicare la regola di De L’Hospital:

1 t tanz - (— =5 1
o) g gy e Cgl) g (2 1Y
sinT CcosSx

11m 1
z—0t Inz z—0t p z—0t

Percio:

In {lim (cotx)“}-f} =—1
x—07F

Si conclude che:

1
lim (cot x)ﬁ =e ==
z—0T e
Esercizio 107
Calcolare il limite:
lim 1 + cos (mz)
a—1 22 — 2+ 1
Soluzione
Abbiamo:

15



. 1+cos(mz) . 14cos(mz) O
lim ———~ = lim —s =
o=l 32 =204+ 1 o=l (2 —1) 0

. wsinTx
— lim

z—1 Q(x — 1)

Iz

Esercizio 108

Calcolare il seguente limite:
) 2
hn% (cosz)=?

kokok

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 1°°:

lim (cos x)w% =1

z—0

Calcoliamo il logaritmo del limite:

1 1
2 2

In lir% (cosz)=?| = lir%ln (cosz)=
1
] P
— tim n (cosx)
x—0 :L‘z
_ 0
0

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 1°° alla forma indeterminata %. Possiamo
percio applicare la regola di De L’Hospital:

. In(cos x)w% H .. (—sinx) 1. tanz 1
lim ————— = lim = —_ lim - _Z
x—0 x2 x—0 21‘ 2 z—0 xr 2

COS T

Percio:

1 1
In [lim (cos x)?] =—=
x—0 2

Si conclude che:
1 1
li e
lim (cosx) 7

16



Esercizio 109

Calcolare il seguente limite:

. 1 1
im —— | =00 -0
a—0 \ sin’x a2

XKk

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata 1°°:

lim (cos :v)z% =1

z—0

Calcoliamo il logaritmo del limite:

In [lim (cos x)z%} = hII(l) In (cos x)z%
] >
— lim Il(COSQ$)
x—0 €x
=0
-0

Abbiamo quindi ricondotto la forma indeterminata 1°° alla forma indeterminata %. Possiamo
percio applicare la regola di De L’Hospital:

. In (cos:(:)a%2 H .. (—sinx) 1. tanz 1
lim ————— = lim <**—— = ——lim =—=
z—0 2 x—0 2x 220 x 2
Percio:
1 1
In [lim (cos x)ﬂ] =—=
z—0 2

Si conclude che:

lim (cos x)%? =

z—0

Sl-

Esercizio 110

Calcolare il seguente limite:

2% — arctan x?
lim -
z—0 arcsinz — x

Xkk

17



Soluzione

Il limite si presenta nella forma indeterminata g:

. x? —arctanz? 0
lim - = —
z—0 arcsinx — x 0
Possiamo percio applicare la regola di De L’Hospital:
2? — arctan2? g 20 — 72
lim , = lim ——=
z—0 arcsinxr — x z—0
1—x2

18




