Esercizio 645

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Calcolare i seguenti integrali:

1. I(z) —/(x2—2x+3)lnxdx

2. 1<x):/x1n(;—;)dx

XKk

Soluzione

1. Integriamo per parti:

3
I(z)= /lnwd(g—x +3:1:>
3 3 d
= x——xQ—l—Sx lnx—/ x——x2+3x o
3 3 T

Poniamo:
A
x
a® 1
Quindi:
51
<% x? + 3z lnx—<%—§x2+3x>+6’
3 z?
:5(31nx—1)—1-3(1—21111:)—1-3:10(1111;—1)+C’

2. Integriamo per parti:

Calcoliamo:




per cui:

essendo:

G-+l z+1 z+41
(A+B)x+A-B
2 -1

A+B=0 (11
<:>{ A—B -1 <— (A,B) = (5,—5)

1 x—1
—rt -1
J (z) x+2n<m+1)+01

Percio:

Sostituendo nell’espressione di I (z):

Esercizio 646

Calcolare i seguenti integrali:
1. I(z) = / W2 g

2. I(x) :/de

kokok

Soluzione



1. Integriamo per parti:

I(z)= /h;xd:c - /m2 wd (—é)

In? 1
:_nx+/_ 2ln:1:d—$

x x T
In? z
= — 2J
2 (@),
essendo:
| 1
/ﬂdm—/lnxd (——)
T
———lnx——+C'1
x T
Quindi:
In? 2 2
I(x):—nxx+——lnx+—+0
1
—(ln x—|—21nm+2)+0
T

](x):/ln(lnx)dx:/ln(lnx)d(lnx)

T

Poniamo ¢t = In x:
I(t)—/lntdt—tlnt—/dt—tlnt—t—i-C
Ripristinando la variabile x
I(z)=Inz[n(lnz)— 1]+ C,

Esercizio 646

Calcolare i seguenti integrali:

1. I(x)z/h;#dx
2. I(z) = /@dm

okok

Soluzione



1. Integriamo per parti:

I(z)= /h;xd:c - /m2 wd (—é)

In? 1
:_nx+/_ 2ln:1:d—$

x x T
In? z
= — 2J
2 (@),
essendo:
| 1
/ﬂdm—/lnxd (——)
T
———lnx——+C'1
x T
Quindi:
In? 2 2
I(x):—nxx+——lnx+—+0
1
—(ln x—|—21nm+2)+0
T

](x):/ln(lnx)dx:/ln(lnx)d(lnx)

T

Poniamo ¢ = ln z:

I(t)—/lntdt—tlnt—/dt—tlnt—t—i-C

Ripristinando la variabile x

I(z)=Inz[n(lnz)—1]+C,

Esercizio 647

Calcolare i seguenti integrali:

1L I(z)= /$2 arctan 3xdzx

2. I(z) = /(arcsinx)2 dx

okok

Soluzione



1. Integriamo per parti:
3 3

I(z)= /arctan 3xd <%> = % arctan 3z — J (x)?

essendo:

x
18 18-9

1 1
=15 {x2—§ln(1+9x2)} +Cy

In (14 92%) + Cy

Quindi:

I (z) ik tan 3z ! z? 1ln(1+9x2) +C
r) = —-arc —— |z — =
3 18 9

2. Eseguiamo il cambio di variabile:

t = arcsin z,

cosicche:
r =sint, dr = costdt

L’integrale diventa:

I(t)= / t cos tdt

Integrando per parti:
I(t) :/t2d(sint) :t2smt—2/tsintdt

/tsintdt:/td(—cost) = —tcost+/costdt

= —tcost +sint + C}
= I (t) = (t* — 2)sint + 2t cost + C

Ripristinando la variabile x:

I (z) = arcsinz (z arcsinz + 2v'1 — x2> —2x+C



Esercizio 648

Calcolare i seguenti integrali:

1. /:v sin x cos xdx

2‘ / arc;;n T dx

Soluzione

XKk

1.

1
I(z)= /xsinxcosxd:c = §/xsin2:vdx

1
_ —/:L‘d (_005295)
2 2

21 2

1
=1 (sin2x — 2z cos2z) + C

2. Integriamo per parti:

1 )
I(z)= /arcsinxd <__> __arcsinz N
z x

essendo:

1
J(x) = / —dx
(z) v 1 — 22
Eseguiamo la sostituzione trigonometrica:

T =sint,

cosicche:

V1 — 22 = cost, de = costdt

L’integrale diventa:

dt
sint’

J(t) =

ed ¢ un integrale noto:

J(t)=1n

1
—_ — COtt' + Cl
sint

1 1
= - {——x cos 2x + Z/COS 2xd (295)]

J (),



Ripristinando la variabile x:

1-Vi—a?
J(x)=1In Rl S + 4
x
| \/1—x2 14+ V1 —22 )
=In
z 1+\/1—x2
T
=ln|——|+C
1+vVi—22| |

I(z) = _arcsinw tln

T

< LC
1++vV1—22

Esercizio 649

Calcolare i seguenti integrali:

.ﬁE) _ /arcslln\[d
2. I(z) = /x tan? 2xdx

XKk

Soluzione

1. Osserviamo che:
dx

_1_x:—2\/1—x—|—0,

per cui:
I(x)= /arcsin Vad (—2v1 - z)
— —92¢/1 — zarcsin Vo +2 / V1—axd (arcsin \/E)

= —2v/1 — zarcsin /z + 2 \/_
= —2y/1 — zarcsinz + 2z + C

2. Osserviamo che:

)
sin” 2z dx 1

tan 2zd dr — — | dr==tan2x —x+ C

/an xx—/COSQZE:v /00522x /x 5 an2r —




per cui:

1
I(x):/xd (§tan2x—x)
= 1tr12 - —/ 1t 20 —x | d
=a|gtan2e —z 5 tan2e —x | do

1 tan 2 2 1/t 2xd +x2+C
= —xtanzr —r — — an zZrax —_—
2 2 9 !

Calcoliamo a parte:

1
/tan 2xdr = §/tan 2xd (2x)
B l/d(cos 2x)

2 sin 2x

1
=3 In|cos 2z| + C

Sviluppiamo il cos2x:
1

V1 + tan? 20

Ccos 2x =

donde:
1

V1 + tan?2x

1
In |cos 2x| = In =-3 In (1 4 tan®2z)

Quindi l'integrale e:

2

1
I(z)= gtan2x—%—§/tan2xdx+0

Esercizio 650

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

sin? z
dx
633
2x
/ e“* cos 3xdx

XKk

Calcolare i seguenti integrali

Soluzione

I(z) = /sin2 xd (—e™")

= —e “sin’x + J (z),



essendo:

J(z) = / =" sin 2zdy = / e"d (—COZ%) 2)

,x 1
= _c cos 21 — —/e‘w cos 2zdx

2 2

I () = / ¢ cos 2adar — / evd <Si“22"”> (3)

1 1
= 56’9” sin 2x + 5‘] (x)

Calcoliamo a parte:

Sostituendo nella (2):

—T —X 1
J(z) =— 5 cos 2x — 64 sin 2x — Z‘](x)
per cui:
J(x) = —65 (2cos 2z +sin2z) + C4
Quindi:
I(z) = —e "sin*z — < (2cos2x +sin2x) + C
e ® o

= (1—c082x)—€ (2 cos2x 4 sin2z) + C

e*il?

= ﬁ(cos2x—2sin2x—5)+6'

kokosk

Anziche procedere per parti, scriviamo:
2x _ 2z 2r
/e cos 3xdxr = Ae*" cos 3x + Be*’ sin 3z (4)
Derivando primo e secondo membro rispetto a x:

d
e* cos 3x = e (Ae* cos 3z 4+ Be* sin 3x) (5)
x

= e** (2A 4 3B) cos 3z + (—3A + 2B) e** sin 3z

La (5) ¢ verificata se e solo se:

2A+3B=1 :>A—£ B—i
—3A+2B=0 137713
Quindi l'integrale é:
/eh cos 3xdx = 3621 cos 3x + 362’5 sin3x + C (6)
13 13



Esercizio 651

Calcolare i seguenti integrali:

1. /e3m (2sindx — 5 cos4x) dx
2. /%dw

Soluzione

XKk

1. Anziche integrare per parti, scriviamo:

/63”” (2sin4x — 5cosdx) dr = Ae*® sinda + Be® cosdx + C

derivando:
e (2sin 4x — 5cos 4x)
= e’ (3A — 4B) sindx + ¢* (4A + 3B) cos 4z
3A—4B =2 14 23
*:*{ 1A+38=—5 4T BT 53
Quindi:

3x
/63”” (2sindx — 5cosdx) dr = 62—5 (—14sindx — 23 cos4z) + C

2. Osserviamo che:

sin x sinx dx
—dr = [ ——™*—— = [ tanze™d (tan )
cos? CoS T cos?x

Poniamo ¢t = tanz
i
/ 1n3x dr = /tetdt = /td (¢') =te" — /etdt =te! —e' +C,
cos®

sin x
/ s—dr =™ (tanz — 1) + C
cos? T

1
I(:L’):/a:d (§tan2x—x)
1 1
:x(—tan2x—x> —/(—tanQac—x) dx
2 2

1 5 1 z?
zﬁmtan2x—x ~3 tan?xdx—i-?—f-C’l

cloe:

per cui:

10



Calcoliamo a parte:

1
/tan 2xdr = §/tan 2xd (2x)
B l/d(cos 2x)

2 sin 2z

1
=3 In|cos 2z| + C

Sviluppiamo il cos2x:
1

V1+tan22z

cos2x =

donde:

1 1
In |cos2x| = In =-3 In (14 tan®2z)

V1 + tan? 2z B

Quindi 'integrale é:

I(z)= gtan2x - %2 — %/taandaH—C
Esercizio 652
Calcolare i seguenti integrali:
1. /e“c In(1+e*)de
2. /e”C sin xdx
x>k

Soluzione
1.
I(z)= /exln(l +e%) dx
_ /ln(l ety d (")
— eI (14¢) — J (x),
essendo:

11



Poniamo t = e*:

t 1
T ®) t+1 /( t+1)

=t—1In|t+ 1|
Ripristinando la variabile x:
J(x)=€e"—In(1+e")+C

E finalmente:
I(z)=(14+¢")In(1+¢€*)—e"+C

2. Anziché integrare per parti, scriviamo:

/e$ sinzdr = Ae*sinx + Be* cosz + C

derivando:
e“sine =€ (A— B)sinx + e* (A+ B)cosx
A-B=1 1 1
T B
Quindi:

/eggsinxdx = % (sinx — cosz) + C

Esercizio 653

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Dimostrare:
d 1
/'x =1In|— —cotz|+C (8)
sin x sin
d 1
/ S In +tanz| + C
Ccos Ccos T
KoKk
Soluzione

Per il primo integrale, ci serviamo della formula di duplicazione del seno sin 2a = sin « cos «,

scrivendo sinxz = 2sin % cos %:

1 sinz 4+ cos’x  1sinf  1cos%

sinz 2 sin % Cos % 2 cos % 2 sin %

12



Procedendo per decomposizione:
dz 1 [sin% 1 [cosZ
/, :—/ de%——/, 2 dx
sinz 2 ) cosg 2 ) sing

__/d(cos%) +/d(sin§)
cos;—” sin%

+C

. X
S —

|
+In 5

T
:—ln’cos—
2
= ln‘tang‘ +C

Per ricondurlo alla prima delle (8) ci serviamo delle formule di bisezione:

T 1—cosz 1
tan — = - = — —cotx,
2 sin & sin x
ottenendo:
dx
/ - =In|— —cotzx|+C
sin x sin x

Il secondo puo essere ricondotto al primo scrivendo:

. ™
COSX = SsIn E—x s

/dx _/ dx
cosz J sin (g — a:)

cosicché:

Poniamo ¢t = % —

dx dt 1
sin (g — x) sint sint
Ripristinando la variabile x:
dx
/ =—1In —tanx| + C
cos T cos T
Per ricondurlo alla seconda delle (8) osserviamo che:
L _tanz —— —tanz L tanx
Ccos T COos T Ccos T
= + tanx,
cos T
da cui:
dx
/ =In +tanx| + C
cos T cos T

13



Esercizio 654

Calcolare i seguenti integrali

14z

1./ d
6296_90

2. /ewj dx

Soluzione

XKk

1. Procediamo per decomposizione, giacche:

l—z Vi-z JVi-z Vitz JVi-2
1

T
- +
V1I—22  1—2a?

\/1+x_\/1+x_\/1+x Vit 1+

Quindi:

/ /1+xdx_/ dx +/ xdx
l—z " ) V1—2a? V1— a2
1 _
:arcsinx—é/(l—xﬂ) 1/2d(1—:v2)
=arcsinz — V1 —22+C

e?a}_eac e —1
dr = d(e*
/69”4—1 . /ez—i—l (¢")

Poniamo e* = t, quindi procediamo per decomposizione:

/Edt:/ﬁdt:/ 1_L dt
t+1 t+1 t+1

=t—2nlt+1/+C

Ripristinando la variabile x:

I(z)=¢"—2In(e"+1)+C

14



Esercizio 655

Calcolare i seguenti integrali
1 / xdx
: 1—vz+1

2. / {%_fzdm

Soluzione

kokok

1. Procediamo per decomposizione, giacche:

1++/1
v v 7 +$=—<1+\/x+1>
1—+vVz+1 l1—-vz+1 1+vV1+x

Quindi:
xdx
R e 14+ 1)d
/1_—x+1 /(—l— x+):c
:—(/dx—l-/\/ac—l—ldx)
:—x—g(x—l—l)?’\/x—kl—i—(;’
2. Abbiamo:

eos (V-2 (Va7 420z +4)
Jr—2 T — 2

Quindi procediamo per decomposizione:
/“"—_8@;:/(@%%%) dr
Jr—2

:gx%+gx3/ﬁ+4x+c

= Va2 4+ 2yr + 4

Esercizio 656

Calcolare i seguenti integrali

z—1
1. ﬁﬂda:

14sin 22
2. / o =tdr

15



*okok

Soluzione

1. Procediamo per decomposizione, giacche:

r—1 _(WVr-1DHz+1) _
NCES VT +1 = Vel

Quindi:

/;E_+11dx=/(\/5—1) dx

:/\/de—/dx

2
= - — C
3:1: T — T+

2. Procediamo per decomposizione:
1+ sin2x 1 2sinx
/ +—d:v = / + dx
cos? x cos? x COS T

/ dx / d (cosx)
— —o | 22T
cos? x COS T

=tanz — 2In|cos x| + C

Esercizio 657

Calcolare i seguenti integrali

1. /cosa; (tanx + eSi”’) dx

; 03
sin x—sin® x
2/ 1+sinz dx

Soluzione

XKk

1. Procediamo per decomposizione:

' sin @ .
/COSJC (tanx + esm‘”) dr = /COS:L' dx + /COS 25T

Cos T
= —cosx + /esmxcl (sinz)

= —cosz + e+ C

16



2. Procediamo per decomposizione, giacché:

. . . . 2
sinz — sin® x sm:c(l—sm :v) . .y
: = - =sinz —sin“x
1+sinx 1+sinx

. . 3
sinz — sin® x ) .
=  “dx = [ sinzdr — [ sin®xdx
1+sinx

= —CoST — /sin2 rdx

/ sin’ zdx

(1 — cos2x)

Calcoliamo a parte:

sin?z =

/ sin® xdx =

N —

Cio implica:

( dx— COSQ:Ud:v)

T — —sm2$> +

;Jkl»—t [\JI)—t [\3|>—t

(2x —sin2z) + Cy

Quindi:

. . 3
— 1
/—s1nlx+ sisrir; xdx = —Ccosx — 1 (2x — sin 272)

Esercizio 659

Calcolare i seguenti integrali

r°+a
L [
2.

dx
vzt+a+vz+b’ a ?é b

kokok

Soluzione

1. Abbiamo:
?+a®  (r+a)(z?—ar+ad?) 5
= =2 —axr+a
T +a Tr—+a

2

Procediamo per decomposizione:

/(xz—ax+a2)da::/x2da:—a/a:dx+a2/xdx

1 1
= gq:g — §ax2+a2x+0

17



2. Procediamo per decomposizione, giacché razionalizzando:

1 Vrta—-va+b
Vita+vVr+b a—b

Quindi:

\/x+a—\/x+bdx:a_b(/\/mdx_/\/ﬁda:)

a—>b
—ﬁ {\/(;c+a)3—\/(a;+b)31 +C

Esercizio 660
(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Calcolare i seguenti integrali

. \3
1. [ e gy
xdx
2 V1+x
k%
Soluzione
1. Procediamo per decomposizione:
x + (arcsin a:)3d
x
V1 —a?
xdx dx
(arcsin z)*

Sice o
- 2/(1—£B )71/261 — z?) +/(arcsmx d (arcsin x)

1
—V1—22+ 1 (arcsinz)* + C

2. Procediamo per decomposizione, giacché:

T 1—|—x—1 1
14+x—

Vitzr itz Vi+w

Quindi:

dx
de = [ 1+ zdz —
x/ rar Jtz

2
:§(1+9§)3/2—2\/1+x+0

=2Vl+z(x—-2)+C

=

18



Esercizio 661

Calcolare i seguenti integrali

sin” x
L. /1 cos:cdx

l—l-e\/5
2. e d
KoKk
Soluzione

1. Procediamo per decomposizione, poiché:

sin®z (1 —cosz) (1+ cosx)

= =1+4cosxz
1—-cosx 1—coszx

.2
/&dx—/dm—i—/cosxdx-x—i—sinx—i—C’
1 —cosx

2. Procediamo per sostituzione, ponendo:

t =z,

Quindi:

cosicché:
= t2, dr = 2tdt
Quindi:
/1 e, 1+ !
N
(/dt—ir /e dt)
=2 (t +e )

Ripristinando la variabile x:

/1f/gﬁ:2(ﬂ+eﬁ>+o

19



Esercizio 665

Calcolare i seguenti integrali

1. __dz
/x\/ 1-In2z
2. / Ver —1dx
ok

Soluzione

1. Procediamo per sostituzione, ponendo:

t=1Inx,

cosicché: p
dt = 22

T

L’integrale diventa:

dt _
I(t) = / Nige: = arcsint + C,

ripristinando la variabile x:

dx .
/ﬁ = arcsin (Inx) + C
2. Procediamo per sostituzione, ponendo:

t=+ver —1,
cosicché: 2 otdt
a:zln(t +1),dx:m

L’integrale diventa:

2tdt t2dt
It)=[t- =2
®) / 241 /t2+1

2 _
:2/¢dt:2 /dt—/ di
24+1 t2+1

=2 (t — arctant) + C,

)

ripristinando la variabile z:

/\/ef"‘ — 1ldx =2 (\/ex — 1 — arctan ve* — 1) +C

20



Esercizio 666

Calcolare i seguenti integrali

1. /mcos?’xdx
92 /d—w
vV (1+22)?
kokk

Soluzione

1. Scriviamo:
I(z)= /\/ sin z cos® xdr = /\/ sin z cos? xd (sin )
= /\/sinx (1 —sin’*z) d (sinz)
Procediamo per sostituzione, ponendo:
t=sinx
L’integrale diventa:
2 2
I(t) = /\/Edt - /t5/2dt = §t3/2 — ?tm +C
2 2 4
=tVt— =Vt + O,
3 7
ripristinando la variabile z:
2
/\/ sin z cos® xdx = o7 sinxVvsinx (7 — 3sin? x) +C
2. Procediamo per sostituzione, ponendo:
t = tant,

cosicché:

1 dt
14 = — do = -
T cos?t’ v cos? t

L’integrale diventa:
I(t)= /costdt =sint + C

ripristinando la variabile x:

dz x
/m:mw

21




Esercizio 667

Calcolare i seguenti integrali
1 / dx
: x/2x—1

N
2. /mdx

*okk

Soluzione
1. Procediamo per sostituzione, ponendo:

t=+2zx—1,

cosicché:

xr =

(£ +1), do = tdt

tdt dt
It)= | —5——=2
®) /%(t2+1)t /1+t2

= 2arctant + C

N | —

L’integrale diventa:

ripristinando la variabile x:

dz
————— = 2arctan2x — 1 + C
/ /21 — 1
2. Procediamo per sostituzione, ponendo:
T = sin’t,

cosicché:
dr = 2sint cos tdt

L’integrale diventa:
I(t)=2 / sin® tdt,
che e un integrale noto:
/sin2 tdt = % (t —sintcost) + Cy
ripristinando la variabile x:
t = arcsin/x, cost = \/1 —sin’t = /1 —x = sintcost = /x (1 — z)

Quindi:

i
/mdm—arcsm\/i—\/x(l—x)—i-C

22



Esercizio 669

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Calcolare i seguenti integrali

XKk

Soluzione

1. Procediamo per sostituzione, ponendo:

t=1+¢€",
cosicché:
e“dr = dt
L’integrale diventa:
dt
=Int+C

ripristinando la variabile x:

/1i6xdm:1n(e”+1)+0

2. Procediamo per sostituzione, ponendo:
t =/,

cosicché:
dx = 2tdt

t)_2/idt_/%dt
_2(/dt—/t+1)

2(Injt| —Injt+ 1))+ C

L’integrale diventa:

=2In

—|+C
t+1‘jL ’

23



ripristinando la variabile z:

dx
— =21
/1+\/5 "

/ dx _/ dx _/ e*dx
er 4 =% - e—T (621 + 1) - 621 + 1

Procediamo per sostituzione, ponendo:

cosicché:

_x
t=¢",

e dx = dt

L’integrale diventa:

dt
I(t) :/1+t2 = arctanz + C

ripristinando la variabile z:

Esercizio 673

d
/—x = arctane” + C

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Calcolare i seguenti integrali

dx
L /2$2—x+2

dx
2. /2+4x:1:2

Soluzione

1. Scriviamo:

da cui:

*kk

20 —x+2=2(x+k) +1 =22+ dkx +2k* + 1,

4k = —1 ko
2k2 4+ 1=2 -

1 15
—l=2-k==
4’ 8

24



Quindi:

/ dz _/ dz
2 - 2
x4+ 2x + 3 2(95_ ) +18T5

1
4

8 dx

N 15 4x—1 2

( vTg) 41
Poniamo:

4o — 1 val

_dr ol = Yy
V15 4

L’integrale diventa:

o0/15 [ dt 215
F(t) = - tant + C
W=—5 | T4~ 15 Mctant+

Ripristinando la variabile x:

/ dx 24/15 ) 4x—1+c
= arctan
24+ 2x+3 15 V15
. Scriviamo:
244z —a® = — (x+ k)’ +1=—2% = 2%kx — k> +1,
da cui:
—2k=4
Quindi:
/ dz B / dx
244z —22 ) 6— (z—2)°
Poniamo:

t=x—-—2=dx=dt

ri- [ 5

L’integrale [ 622 e un integrale noto. Infatti:

L’integrale diventa:

dt 1 t+a
I |
/aZ—tQ 2 |t —a +6
Quindi:
1 t
Pl = |tV o
2v6 |t —+6
Ripristinando la variabile x:
/ dx ::1mx4+ﬁ+c
2+4r—22 26 |z—2—6




Esercizio 674

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Calcolare i seguenti integrali

dx
L. /212m+2

dx
2. /2+4x:p2

Soluzione

K%Kk

1. Scriviamo:
20— +2=2(x+ k)’ +1= 22"+ dkx + 2k*> + 1,

da cui:
{22551_:12 :”f:_i’l:%k?:%
Quindi:
dx B dz
N e
:é dz
= (%)2+1
Poniamo:
4x_\/1—_51 dr = 15dt

L’integrale diventa:

F(t)_2\/ﬁ dt  2V15
15 1+ 15

arctant + C

Ripristinando la variabile x:

/ dx *2\/Ear 4ZL‘—1+C

= t
22+ 2x+3 5 reen V15

2. Scriviamo:
Itdr—a?=—(x+ k)’ +1=—2%—2ke — k> +1,

da culi:

—2k=14

26



Quindi:

/ dx _/ dx
244z -2 ) 6— (z—2)°

Poniamo:
t=x—2=—dx=dt

Fo = [ 55

L’integrale [ 6%@2 ¢ un integrale noto. Infatti:

L’integrale diventa:

dt 1 t+a
& m =i e
Quindi:
1 t
F) = i fﬁ +C
Ripristinando la variabile x:
/ dx _ 1 n r—2+6
2+4r—22 26 |x—2—+6

27
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