Esercizio 33

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la sommabilita della seguente funzione:

fla) = —=
x) = —/—,
V1 — a?
nell’intervallo A = [0, 1].
k%

Soluzione
Il punto z¢y = 1 € una singolarita:

) x

lim ——— = 400

a—1- /1 — 22

Osserviamo che Vo € A, f(z) > 0, per cui la funzione ¢ ivi integrabile. Per studiare
la sommabilita di f(x) applichiamo un noto criterio (sufficiente). Stabiliamo l'ordine di
infinito di f (x) in zo. A tale scopo assumiamo come infinito di riferimento:

1
Quindi
1— ) 1— )5 1
lim |f(x)L = lim (—m)li— im %—ZE(O,—FOO)@O(——
=17 g (¥)[" a=1m (1 — 22) a=1= (14 x) 3

Cioe per x — 17, f (z) € un infinito di ordine < 1, per cui la funzione ¢ sommabile:

dr = lim

1 1—¢
x T,
Vv1—xz? =0 ) V1 — 22 !
0 0

Risulta:



Esercizio 34

Calcolare:

dx
I =
(z) / sin? z — 5sin z cos

*okok

Risulta:

dx
I =
(@) / sinz (1 — 5cot x)

Eseguendo il cambio di variabile x — y = cot x:

rw= [

1
:gln|5y—1\+0,

Ripristinando la variabile x:

Esercizio 36

Dimostrare che la sommabilita della funzione

oy =2 (1) o (1),

in [0 2}, calcolandone l'integrale.

s

KKk

La funzione non & regolare in z = 0 (#lim,_ f (7)).

Osserviamo che:
1 1
2x sin (—) — cos <—) ’ <
T T

ve 0.2] 1f @l < g0,

1
2rsin —| +

xZ

| (@) =

Quindi:

cioé f () & limitata in [0, %], per cui e ivi sommabile.
Calcoliamone 'integrale:

I= /f (x)dx = l1_r)r(1] [295 sin <é) — Cos (i

COS

1

)]

def

()



Calcoliamo a parte 'integrale a secondo membro:

2/m
1 1
I(e)= 21 8in — — —|d 1
(¢) /(xsmx cosx) T (1)
2/m
L (g) / 1d
=1, (e)— [ cos—dx
! x
Abbiamo:
2/m
Li(e) = /stin —dx
) 2 2/ 1
= {wQ sin —] — /x2 (_cos;) dx
T, x
2/m

Sostituendo nella (1):

Quindi:

2/m )
1 1 2 1 4
/ <2xsin——cos—> dr = lim [(—) —gQSin—] ==,
T T e—0 T € T
0

poiche lim._,o &2 sin % =0.

Esercizio 38

Calcolare

I(z)= /eﬁdx
Kk

Soluzione
Eseguiamo il cambio di variabile:

dx _d_x:>
2y/r 2

3

£ =Vr = dé = dx = 2£d¢€,



donde:
19 =2 et

Procedendo per parti

1(5):2(565—/e€dg> =2(¢6—-1)et+C,

ripristinando la variabile x:

I(x)=2(Va—1)e"+C

Esercizio 39

Calcolare:
[ s,
essendo
P+t r+2
f (‘T) = 4 2
x4+ 3x% + 2
kokk
Soluzione

Riduciamo in fattori il denominatore:
t+ 3%+ 2= (2" +2) (2* +1)
Quindi decomponiamo f (x) in frazioni semplici:

f (@) Ar+B Cx+ D
€T pr—
x?+2 2 +1

Deve essere:

Az+B Cx+D a*+a>+x+2
P42 2rl @42 (2 +1)

Da cio si ottiene il sistema di equazioni lineari nelle (A, B, C, D):

A+0+C+0=1
0+B+0+D=1
A4+04+20+0=1
O+B+0+2D =2

Tale sistema e compatibile e determinato. La soluzione é:

(4,B,C,D) = (1,0,0,1)

4



Quindi:

L’integrale vale:

x 1
/f(x)dx—/x2+1dx+/x2+1da:

1
= §ln (z* +1) + arctanz + C

Esercizio 40

Calcolare:
d
@)= [
(x+1)" Va2 +2x+2
kokk
Soluzione

L’integrale e del tipo:

/R a$2+bx—|—c)d

essendo R una funzione razionale.
Osserviamo che:

P2 +2= (41741,

per cui:

dx
I(x) =
/kx+D2 (z+1)°+1

Eseguiamo il cambio di Variabile xr + 1 = tant, quindi dxr =

relazione vVtan®t + 1 = o t

dt .
cost d(sint 1

[(t):/ cos? 1 :/,th:/ (,12):_, +C
tan?t - sin“t sin“ ¢ sint

cost

dt

=7 € tenendo conto della

Per ripristinare la variabile x osserviamo che:

1 1 1+tan®¢ 1 V1+tan®t

B | — =
sin® ¢ tan?t tan?t sin t tant

Quindi:

1 W1+ @+ e roryo

sint r+1 n z+1

Y



da cui l'integrale:

Esercizio 41

Calcolare:
I(z) = /x\/a:Q +x + ldx
Kok ok

Soluzione

In questo caso conviene eseguire una sostituzione iperbolica. Scriviamo innanzitutto:

P rrtl=(x+k)?>+1
=22 4+ 2kx + k* + 1,

da cui:

=1 ol
+l=1 2

Quindi:

1= [ (o4 5) 2

Eseguiamo il cambio di variabile:

&
<

3
1 3 Y3 cosht
x+§:\/7_sinht:>{ 2

L’integrale diventa:

1
I(t) = §/ (ﬁ sinh ¢ — 5) cosh? tdt

4 2

= Bff / sinh t cosh? tdt — g / cosh? tdt

_ 3%511 () — 212 t),

essendo:

+%:‘/7§\/sinh2t+1:

S

V3
2

cosht

(2)



1
/ sinh t cosh? tdt = 3 cosh®t + C
/ cosh? tdt = = smh tcosht + Cy

Otteniamo:

3 3 3
I(t) = \/?—coshgt— 1—68inhtcosht— Et+C’

Per ripristinare la variabile x ricaviamo dalla (2):

bt = 2 ( +1)
sinht = — |2+ =
V3 2
Cio implica:

4 2

COSh2t:1—|—Sinh2t:§<932+£l?—|—1):>COSht:%\/9$2—|—[L'—I—1
Poi:
2 1 20 +1
t =arcsinh |[— |z + = = arcsinh

5 ()] e (25

Quindi

1
(I2+ZL’+1)3—Z

1 1 3 2 1
3 (x—|—§) \/x2+x+1—1—6arcsinh( v

V3

Esercizio 72

Calcolare l'integrale:

dx
1 = [—
(z) /1 + cos 3z

kokok

Soluzione
Innanzitutto poniamo y = 3x, per cui:

1 dy
T =3 [ e
3/) 1+cosy
Eseguiamo il cambio di variabile:

Yy
— t=tan=
Yy 9

per cui:



1—¢2 2dt
— . dy =
14 ¢2 1+ ¢2

cosy =

L’integrale diventa:

1 e 2 [dt 1
I<t>:_/1+1—t2:§ 773 +¢
1+¢2

Ripristinando la variabile x:

Esercizio 74
Calcolare I'integrale

I(z)= /x2 cos? 3xdx
Soluzione

Siccome [ cos® zdx = £+ 1 sin 2z = [ cos® 3zd (3x) = £+ 15 sin 6z, possiamo integrare per

parti:

o [ 1 . x 1 .
pr— — — PR— — —_— 2
T (2 + D sm6x) / (2 + D sin 6:c> xdx

AR
:E+Esm6x—6h(9£),
essendo:
. 1
I (z) :/xsm6xda::/xd <—6cos6:c)
_ ! 6 —|—1 6zd
= —greosbr + o [ cosbrdr
1
:—%c086x+%sin6x+01
Quindi:
I (z) x3+ ! cos 6x + ! (182* — 1) sin 6z + C
T)=—+ —z r+ — (182" — 1) sin 6z
6 36 216



Esercizio 77

Studiare se la funzione

con k>1

¢ sommabile in [0, 1].

kkk
Soluzione

i 1) = oo

cio¢ o = 0 ¢ una singolarita. Osserviamo che in [0,1] ¢ f(z) > 0, per cui la funzione ¢
ivi integrabile. Per la sommabilita, applichiamo un noto criterio (sufficiente), determinando
I'eventuale ordine di infinito di f (x). A tale scopo prendiamo come infinito di riferimento
la funzione ¢ () = 1/ |x|, quindi:

1

lim |f(x)a| = lim 2* F=leR—{0} = a=—
z—0t g (CC) z—0t k
Cioe, per  — 0% la funzione & un infinito di ordine o = 1/k, e poiche & k > 1, si conclude
che l'ordine di infinito & comunque < 1, donde la sommabilita di f (z) in [0, 1]. Per valutare
I'integrale eseguiamo 1'operazione di passaggio al limite:

1

1
/f (x)dx = Elir(% f(z)dx = }:1_1% I,
0 €

essendo:

Quindi:

Esercizio 91

Calcolare 'integrale:

dx
e +er 41

Soluzione
Scriviamo:



B e "dx
Ve 2 e 41

Esguiamo il cambio di variabile y = e = dy = —e *dx, quindi:

I(x)

_ dy
0= | i

R T e SR A R

dy
Iy)=-
’ /\@+@+@2

)
T
=—1In 2y—\/gl—|— é(4y2+4y+4)+1 +Cy
:_mﬁj4+vﬁiz:q+a
essendo C' = —1n \% + 4.
Ripristinando la variabile x:
I(z)=x—1In 6$+2+2m’+0
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