
Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriax6 Gra�
i di funzioniPer le de�nizioni e teoremi si fa riferimento ad uno qualsiasi dei libri M.Berts
h - R.Dal PassoLezioni di Analisi Matemati
a, I edizione settembre 1996, ARACNE EDITRICE, via Ra�aeleGarofalo, 133 A/B 00173 Roma tel.0672672233/22, M.Berts
h - R.Dal Passo Elementi di A-nalisi Matemati
a, I edizione ottobre 2001, ARACNE EDITRICEDisegnare i gra�
i delle seguenti funzioni (1:6)1.6 �f(x) = �x3 + x3 lnx; �f(x) = x3 � 3x2; �f(x) = x2(x2 � 2); �f(x) = x21�x ;�f(x) = jjx3j � 1j; �f(x) = 2jxj�x2�xx+1 , f(x) =q jx2(x�1)jjx+1j ; �f(x) = 1121=3 (4x3 + 9x2 + 6x) 13�f(x) = x 25 (1� x) 35 ; �f(x) = log x2jx+2j ; �f(x) = xlog jxj ; �f(x) = e� x3 (3x� 2) 19 ;�f(x) = sinx� x 
osx; �f(x) = 2 sinx� 12 sin(2x)� x; �f(x) = x+ 4ar
tanpjx� 1j;�f(x) = x2jxje 1�x2�x ; �f(x) = px2 � 1+ar
sin 1x ; �f(x) =pj sinx(1� sinx)j; f(x) = ex�1ex�2�x;f(x) = jx�1x�3 je1=(x�2); f(x) = e1=(1�x)(x2 � x+ 1); f(x) = �x� 7j log 2x�63x�6 j;f(x) = �x� 7 log j2x�63x�6 j; �f(x) = �x+ ar
tan x+1xf(x) = log(je2x � 6exj � 1) + 3; �f(x) = (x+ jxj � 4)e 1jx�3j ; f(x) =qj ln(e3(x�2)2 � 12)jf(x) = e1=(1�x)(x2 � x+ 1); f(x) = �1� 1xp1 + x3; �f(x) = x ln jxj � xln jxj � 2xf(x) = log(2pexjex � 2j+ e2); si dimostri inoltre 
he esistono almeno due punti, uno di as
issamaggiore di ln 2 ed uno di as
issa negativa in 
ui la derivata se
onda si annulla�f(x) = 14 jx� 2j+ ar
sin( 4xx2+4 ); f(x) = ln�e(2+ x4� 48+x ) � 1�; f(x) = � ln[(x+3)2℄x+3 ;�f(x) = ar
tan jpx�2jjpx�1j ; �f(x) = ar
tan jpx�2jjpx+1j ; �f(x) = x+ ar
tan x1�x �f(x) = xe 1log jxj ;�f(x) = x+ ln(1 + jxjjx�1j ); f(x) = e�x(qjx�p2j+p2); f(x) = jx�1jjx�3je 1x�22.6 Per la funzione f(x) = jxj + ar
sin 3x4�16x4+1 ; provare 
he esistono x1 2 (�3� 14 ; 0) e x2 2(0; 3� 14 ) tali 
he f(x1) = f(x2) = 0 inoltre senza 
al
olare f 00 provare 
he esistono x3 < 0 ex4 > 0 tali 
he f 00(x3) = f 00(x4) = 03.6 Sia f :Rnf0;�4g ! R la funzione dispari tale 
he ristretta all'insieme (�1;�4) [ (0; 4)�e data d�a f(x) = ln(16x� x3): Studiarne il gra�
o.4.6 Dopo aver trovato il dominio della seguente funzione se ne disegni il gra�
o 
on la(1:6) per quel 
he riguarda 
on
avit�a e 
onvessit�a, se le derivate se
onde sono troppo 
ompli
ate, si sorvoli; per gli eser
izi
ontrassegnati da un asteris
o il 
al
olo si pu�o risolvere in tempi ragionevolmente brevi. Per quelli non 
ontrassegnatida asteris
o al
uno �e possibile 
he la derivata se
onda sia fa
ilmente risolvibile8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 1



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriapre
isione massima possibile f(x) = 8><>: 1 x = 01 + xe�jxj(x� log jxj)1=3 x 6= 0Risoluzionif(x) = x3 � 3x2 Si tratta di un polinomio di terzo grado. L'equazione f(x) = 0 d�a 
omerisultato x = 0 e x = 3 per 
ui dal teorema di Rolle vi �e un punto xo 2 (0; 3) tale 
hef 0(xo) = 0: Inoltre si ha limx!+1 f(x) = +1 limx!�1 f(x) = �1: f 0(x) = 3(x2 � 2x) � 0per x � 0 _ x � 2 per 
ui la funzione �e de
res
ente in (0; 2) e 
res
ente al di fuori e quindix = 2 �e un punto di minimo mentre x = 0 �e un punto di massimo. Dalla derivata se
ondaf 00(x) = 6(x� 1) si dedu
e 
he f ha la 
on
avit�a rivolta verso il basso per x < 1 e vi
eversa perx > 1: Essendo f 000(x) = 6 si dedu
e 
he x = 1 �e un punto di 
esso. Il gra�
o �e dato dalla �gura1.f(x) = x3 lnx� x3 Dom(f) = R+; limx!0+ = 0; limx!+1 f(x) = �1; f(x) > 0 perx 2 (0; e); f(e) = 0 e la funzione �e 
ontinua e derivabile tutte le volte 
he si vuole. f 0(x) =x2(3 lnx � 2) ed �e positiva per x 2 (0; e 23 ) e negativa per x > e 23 : Dunque in x = e 23 vi �e unminimo la 
ui ordinata �e f(e 23 ) = �e23 : limx!0+ f 0(x) = 0 da 
ui segue 
he la tangente al gra�
otende a diventare l'asse delle as
isse quando x tende a 0+. �E quindi abbastanza 
hiaro 
he deveesser
i fra x = 0 e x = 23 un punto di 
esso la 
ui as
issa si trova ponendo uguale a zero laderivata se
onda f 00(x) = x(6 lnx � 1) = 0 per x = e 16 mentre essa �e negativa per x 2 (0; e 16 )e positiva per x > e 16 : La derivata terza �e data da f 000(x) = 6 lnx + 7 e f 000(e 16 ) = 8 da 
ui ilpunto �e realmente di 
esso. Il gra�
o �e dato dalla �gura 2.
x

x3 � 3x2
AB

CDA � (3; 0); B � (2; 0); F � (1;�2)C � (2;�4); D � (0;�4) �g:1
F x

�x3 + x3 lnx

F M
P

F � (e1=6;�56e1=2); M � (e2=3;�e23 )P � (e; 0) �g:2f(x) = x2(x2 � 2) Si tratta di un polinomio di quarto grado. Dom(f) = R;limx!�1 f(x) = +1; f(x) � 0 per jxj � p2; f(x) = f(�x); f 0(x) = 4x(x2 � 1) � 0 perx 2 [�1; 0℄ _ x 2 [1;1); f 00(x) = 12x2 � 4 � 0 per x � � 1p3 _ x � 1p3 : Quindi x = �1
orrispondono a due punti di minimo mentre x = 0 ad un massimo. x = � 1p3 
orrispondono a8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 2



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriadue punti di 
esso ed il gra�
o �e in �gura 3.f(x) = x21�x Dom(f) = Rnf1g; limx!1� f(x) = �1; f(x) � 0 per x < 1;limx!�1 f(x) = �1; f(0) = 0; la funzione ha 
ome asintoto per x ! �1 la retta diequazione y = �x � 1, f 0(x) = x(2�x)(1�x)2 ; f 00(x) = 2(1�x)3 : Dalle pre
edenti relazioni segue 
hela funzione �e 
res
ente per x 2 [0; 1) [ (1; 2℄ e de
res
ente altrove. Per x = 1 vi �e un asintotoverti
ale. La 
on
avit�a �e diretta verso l'alto per x < 1 e verso il basso per x > 1: x = 0 �e unpunto di minimo mentre x = 2 di massimo. Il gra�
o �e in �gura 4.

x
x2(x2 � 2)

M� M+F+F� P+P�M� � (�1;�1); F� � (�1p3 �59 )P� � (�p2; 0) �g:3

x
x21�x

M
B

A
M � (2;�4); A � (0;�4)B � (4; 0) �g:4

y = �(x+ 1)

f(x) = jjxj3 � 1j f(x) = 8>>>><>>>>:x3 � 1 x > 11� x3 0 < x < 11 + x3 � 1 < x < 0� 1� x3 x < �1 e senza troppa fati
a il gra�
o �e datodalla �gura 5. Si pu�o notare 
he la funzione �e pari e 
he f 0(0) = f 00(0) = 0 ma f 000(0) non esistein quanto f 000(0+) = �6; f 000(0�) = 6;f(x) = log(2pexjex � 2j+ e2) Dom(f) = R; f(x) � 2 8 x 2 R: Spezziamo il dominio indue sottoinsiemi.x � ln 2: Asintoti verti
ali assenti.limx!+1 fx = 1; limx!+1 f(x) � x = limx!+1 log(2pexjex � 2j + e2) � x = ln�ex[2(1 �2e�x)1=2+ e2�x℄�� x = limx!+1 ln[2(1� 2e�x)1=2+ e2�x℄ = ln 2; l'asintoto obliquo ha dunqueequazione y = x+ ln 2: f(ln 2) = 2:Derivata prima: f 0(x) = 2e2x�2ex(e2+2(e2x�2ex)1=2))(2e2x�2ex)1=2 
he �e positiva se x > 0: Essendox � ln 2 ne segue 
he la funzione �e 
res
ente. Si pu�o veri�
are 
he limx!ln 2+ f 0(x) = +1 equindi f 0(ln 2+) = +1 (bisogna usare il Teorema 6.10 altrimenti non si �e autorizzati a dire8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 3



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria
he il limite della derivata 
oin
ide 
on il limite del rapporto in
rementale della funzione ossia
on la derivata)Essendo f(ln 2) = 2; x = ln 2 �e 
ertamente un punto di minimo ma la funzione non �e ividerivabile.x < ln 2 Asintoti verti
ali assenti. limx!�1 f(x) = 2 da 
ui vi �e un asintoto orizzontale.f 0(x) = 2ex(1�ex)ex=2(2�ex)1=2�2pex(2�ex)+e2� ed �e positiva per x � 0 per 
ui x = 0 �e un massimo.limx!ln 2� f 0(x) = �1 e quindi f 0(ln 2�) = �1:Ora mostriamo 
he f(x) � x+ln 2 per x � ln 2: Certamente f(ln 2) = 2 > 2 ln 2: La disequazionesi pu�o ris
rivere 
ome pex � 2 > 1� e22ex=2 : Se 1� e22ex=2 < 0 ossia x < 2�2 ln 2 allora �e veri�
ata.Se inve
e x > 2� 2 ln 2 allora bisogna elevare al quadrato avendone 4t4 + 4e2t > e4 + 12t2 dovet = ex=2: Essendo x � 4� 2 ln 2 si ha 3:69 < ex=2 < 3:695 ed inoltre ris
riviamo la disequazione
ome 4t(t3� 3t+ e2) > e4: La funzione t3� 3t+ e2 �e 
res
ente per t � 1 da 
ui 4t(t3� 3t+ e2) �emaggiore del valore 
he assume quando t �e minimo ossia 3:69 < t < 3:695: In tal 
aso abbiamo4t(t3 � 3t + e2) > 4 � 3:69 � ((3:69)3 � 3 � 3:695 + e2) > 687 >> e4 = 54:59::: In 
on
lusione lafunzione sta sempre sopra il suo asintoto obliquo.Per rispondere al quesito del testo si ri
orre all'andamento della derivata prima.limx!ln 2+ f 0(x) = +1; limx!+1 f 0(x) = 1 ed inoltre la disequazione f 0(x) < 1 d�a 
omerisultato x > ln 2e4e4�4 > ln 2: A questo punto si appli
hi l'eser
izio 26.5*. Per quanto riguarda ilpunto di as
issa negativa si pro
ede allo stesso modo. Il gra�
o �e dato dalla �gura 6

x
jjxj3 � 1j

�g.5 11�1 x

log(2pexjex � 2j+ e2)
M

A
B

A � (ln 2; 0); B � (ln 2; 2);M � (0; ln(2 + e2)) �g:6

y = x+ ln 2

f(x) =pj sinx(1� sinx)j Dom(f) = R; f(x + 2�) = f(x) per 
ui f �e periodi
a. Inoltre �e
ontinua su tuttoR e derivabile e

ezion fatta, tuttalpi�u, per i punti in 
ui si annulla il radi
andoossia x = 0; �; �2 : f(0) = f(�) = f(�2 ) = 0 e quindi, essendo f � 0; ne segue 
he la funzione inquei punti ha dei minimi.f(x) = ( (sinx(1� sinx))1=2 0 � x � �(� sinx(1� sinx))1=2 � � � x � 0Sia 0 � x � � f 0(x) = 12 
osx(1�2 sinx)(sinx(1� sinx))�1=2 e quindi �e positiva se 0 < x ��6 _ �2 < x � 56�: Dunque la funzione �e 
res
ente per 0 � x � �6 _ �2 � 56� e de
res
ente per�6 � x � �2 _ 56� � x � �: x = �6 e x = 56� sono dei massimi.Si pu�o veri�
are 
he limx!0+ f 0(x) = �1; e limx!�2 � f 0(x) = � 1p28=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 4



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di IngegneriaSia �� � x � 0 f 0(x) = 12 
osx(�1 + 2 sinx)(� sinx(1 � sinx))�1=2 
he �e positiva se�� � x � ��2 e negativa se ��2 � x � 0 per 
ui x = �2 �e un massimo.Per 0 � x � � la derivata se
onda �e f 00(x) = 14(sinx�sin2 x)�3=2(sinx�1)2(�4 sin2 x�2 sinx�1)
he �e sempre negativa (veri�
are) per 
ui non vi sono 
essi. Lo studente trovi l'espressioneanaliti
a della derivata se
onda per �� � x � 0 e veri�
hi 
he ugualmente non vi sono 
essi. Ilgra�
o �e dato dalla �gura 7.
f(x) = x2=5(1� x)3=5 f(0) = f(1) f � 0 se x � 1: Certamente x = 0 �e un punto di minimoma non �e detto 
he la funzione sia ivi derivabile a 
ausa della potenza 25 < 1: Vi �e un asintotoobliquo y = �x+ 35 per x! �1: f 0(x) = 2�5x5x3=5(1�x)2=5 � 0 se 0 � x � 25 : limx!0� f 0(x) = �1limx!1� f 0(x) = �1: Dunque e�ettivamente in x = 0 la funzione non �e derivabile. f(25 ) =22=533=55 : La derivata se
onda �e data da f 00(x) = �625x8=5(1�x)7=5 > 0 per x > 1

x
pj sinx(1� sinx)j
M1 M2M3

AB C+C�M1 � (�6 ; 12); M2 � (5�6 ; 12); M3 � (��2 ;p2)A � (�2 ; 0); B � (��2 ; 0); C� � (��; 0) �g:7
x

x2=5(1� x)3=5
M A

M � (25 ; 2 25 3 355 ); A � (1; 0) �g.8
y = �x+ 35

f(x) = 2jxj�x2�xx+1 Dom(f) = Rnf�1g; Segno della funzione: se x � 0 si ha f(x) = x�x2x+1 � 0se 0 � x � 1; se x < 0 allora f(x) = �3x+x2x+1 � 0 per �1 < x � 0 _ x � �3: limx!�1 f(x) =�1; limx!1� f(x) = �1; la funzione ha 
ome asintoti obliqui; a +1 la retta di equazioney = �x+ 2; ed a �1 la retta di equazione y = �x� 2:Studio della derivata: se x � 0 si ha f 0(x) = 2(x+1)2 �1 ed �e positiva o nulla per 0 � x � �1+p2e negativa per x > �1 +p2 per 
ui �1 +p2 �e un massimo. Per x < 0 la derivata �e �x2�2x�3(x+1)2
he �e sempre negativa e quindi la funzione �e sempre de
res
ente. x = 0 �e un punto di minimoan
he se la funzione non �e ivi derivabile essendo limx!0+ f 0(x) = 1; limx!0� f 0(x) = �3: Laderivata se
onda �e, per x 6= 0 ^ x 6= �1; �e data da f 00(x) = xjxj 4(x+1)3 per 
ui se x > 0 _ x < �1essa �e negativa mentre se �1 < x < 0 �e positiva. Per x = �1 la funzione non �e 
ontinua e quindinon pu�o avere derivata al
una. Per x = 0 la funzione �e 
ontinua ma non derivabile n�e una n�edue volte. Il gra�
o �e dato dalla �gura 9.8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 5



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriaf(x) = (x+ jxj � 4)e 1jx�3j Dom(f) = Rnf3g; La funzione �e 
ontinua in ogni punto del do-minio. limx!3 f(x) = +1; la funzione ha un asintoto obliquo a +1 di equazione y = 2x� 2 edun asintoto orizzontale a �1 di equazione y = �4: Per lo studio �e opportuno liberarsi dei mod-uli introdu
endo tre diverse espressioni funzionali. Se x > 3 la funzione �e data da (2x� 4)e 13�xe la sua derivata da e 1x�3 2x2�14x+22(x�3)2 da 
ui segue 
he per x = 7+p52 vi �e un minimo. Inoltref 00(x) = e 1x�3 3x�8(x�3)2 e per x > 3 �e sempre positiva da 
ui l'assenza di 
essi.Se 0 � x < 3 la funzione �e data da (2x� 4)e 1�3+x e la derivata da e 1�x+3 2x2�10x+14(x�3)2 da 
ui segue
he f 0(x) > 0 per ogni 0 � x < 3: Inoltre si ha limx!0+ f 0(x) = e� 13 149 : f 00(x) = 2(4�x)(x�3)4 e 13�x 
he�e sempre positiva.Se x � 0 la funzione �e data da f(x) = �4e 1�3+x la 
ui derivata �e data da e 1�3+x �4(3�x)2 semprenegativa. f 00(x) = �4 (7�2x)(x�3)4 e 13�x :Mostriamo ora 
he la funzione veri�
a l'equazione (2x � 4)e 1x�3 > 2x� 2 ossia la funzione stasempre sopra l'asintoto per x > 3: Infatti abbiamo 2x(e 1x�3 � 1) � 4e 1x�3 + 2 > 0; poniamoy = 1x�3 2 (0;+1) ed otteniamo 2( 1y + 3)(ey � 1)� 4ey + 2 > 0 ossia 2y (ey � 1) + 2ey � 4 > 0:Sia h(y) := ey�1y ; h veri�
a le seguenti propriet�a: 1) limy!0 h(y) = 1 2) h(y) � 1 se y > 0:Ne segue 
he 2h(y) + 2ey > 4 essendo ey > 1 e quindi quanto volevamo dimostrare. Il gra�
o �edato dalla �gura 10 e si vede 
hiaramente 
he l'asintoto gia
e sempre sopra la funzione.

x

2jxj�x2�xx+1

AM
A � (�1 +p2; 0);M � (�1 +p2; 3� 2p2)B � (1; 0); C � (�1; 0) �g:9

BC
y = �x+ 2y = �x� 2

8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 6



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria

x

(x+ jxj � 4)e 1jx�3j ;
M1

M2

M1 � (7 +p52 ; (3 +p5)e 21+p5 )M2 � (0;�4e1=3); F � (3; 0) �g:10 y = 2x� 2
F

f(x) = 2 sinx� 12 sin 2x� x Dom(f) = R; f(x) = �f(�x) per 
ui f �e dispari. La funzionenon �e periodi
a a 
ausa dell'addendo �x: limx!�1 f(x) = �1; f non ha asintoti obliqui edinoltre �e 
ontinua e derivabile due volte ovunque. f 0(x) = 2 
osx(1 � 
osx) �e periodi
a diperiodo 2� ed �epositiva per ��2 + 2k� < x < �2 + 2k� mentre �e negativa per �� + 2k� < x <��2 + 2k� _ �2 + 2k� < x < � + 2k�: In x = 0;��; 2; la derivata si annulla e x = ��; 2; sonopunti di massimo e di minimo rispettivamente. x = 0 �e un punto di 
esso a tangente orizzontale.f 00(x) = 2 sinx(2 
osx � 1) ed an
h'essa ha periodo 2�: La 
on
avit�a �e diretta verso l'alto se��+2k� < x < ��3 +2k� _ 2k� < x < �3 +2k�) e verso il basso nell'insieme 
omplementare.La struttura delle due derivate si ripete in ogni intervallo di lunghezza 2� multiplo di [��; �℄:Il gra�
o �e dato dalla �gura 11.f(x) = 1121=3 (4x3 + 9x2 + 6x) 13 Dom(f) = R; segno della funzione: f(x) = 1121=3x1=3(4x2 +9xx + 6)1=3; poi
h�e 81� 96 < 0; f � 0 se x � 0 e f < 0 se x < 0: La funzione ha 
ome asintotoobliquo per x! �1 la retta di equazione y = x31=3 + 32=34Derivata prima f 0(x) = 2121=3 2x2+3x+1(4x3+9x2+6x)2=3 e f 0(x) > 0 se x < �1 _ x > �12 per 
ui il punto(�1;� 1121=3 ) �e un massimo mentre (�12 ; (�548 )1=3) �e un minimo. limx!0 f 0(x) = +1Derivata se
onda f 00(x) = �2121=3 x2+6x+4(4x3+9x2+6x)5=3 
he �e positiva per x < �3�p5 _ �3+p5 < x <0: Abbiamo quindi tre 
essi di 
oordinate (�3�p5;�(45+20p53 )1=3); (�3+p5; (�45+20p53 )1=3);(0; 0): Il gra�
o �e dato dalla �gura 12. Si noter�a 
he i valori della as
issa di po
o inferiori al8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 7



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriavalore di M1 gra�
o della funzione ed asintoto sono presso
h�e identi
i. Per 
apire 
ome stannole 
ose bisogna risolvere l'equazione 1121=3 (4x3 + 9x2 + 6x) 13 < 4x+331=34 
he dopo sempli
e algebradiventa �1 < 12x ossia x > � 112 : Se ne dedu
e 
he per x = � 112 la funzione attraversa l'asintoto
he automati
amente diventa pi�u pi

olo de�nitivamente per x! �1:Data la funzione f(x) = (x3 + ax2 + bx)1=3 la derivata se
onda �e f 00(x) = 29f5=3 ((3b� a2)x2 �abx� b2) = 29f5=3 ((3b� a2)x2 � abx� b2))

x
2 sinx� 12 sin 2x� x

M1F1M2F2M1 � (�2 ; 4� �2 ); F1 � (�3 ; 3p34 � �3 ) �g:11M2 � (��2 ;�4 + �2 ); F2 � (��3 ;�3p34 + �3 )
x

1121=3 (4x3 + 9x2 + 6x) 13
F2M2M1 F

F1 F1 � (�3�p5;�(45 + 20p53 )1=3); F � (�3 +p5; (�45 + 20p53 )1=3)F2 � (0; 0); M1 � (�1; �1121=3 ); M2 � (�12 ; (�548 )1=3) �g:12
y = x31=3 +32=34

f(x) = sinx� x 
osx Dom(f) = R; f(x) = �f(�x) per 
ui studiamo solo x � 0: f 0(x) =x sinx � 0 per 0 � x � � e multipli di 2�: x = � �e un massimo mentre 2� �e un minimo. x = 08=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 8



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria�e un 
esso.
x114 (sin 4x� 4x 
os 4x) f(x) = �f(�x)

�g.13
f(x) = xe 1ln jxj Dom(f) = Rnf0;�1g; f(x) = �f(�x); limx!�1 f(x) = �1; non vi sono as-intoti obliqui. limx!1+ f(x) = +1; limx!1� f(x) = 0; limx!�1� f(x) = �1; limx!�1+ f(x) =0: f(x) � 0 se x � 0: f 0(x) = e 1ln jxj (1 � 1ln2 jxj) � 0 se x � �e _ �1e � x � 1e _ x � e:limx!1� f 0(x) = 0; limx!�1+ f 0(x) = 0; limx!0 f 0(x) = 1f 00(x) = e 1ln jxjx ln4 jxj�1+2 ln jxj� ln2 jxj� � 0 se �e 1�p32 � x � 0_ e 1�p32 � x < 1 _ 1 < x � e 1+p32 :

x

xe 1ln jxj
M2 F2 AM4F4B M1 F1M2F2

M2 � (1e ; 1e2 ); F1 � (e 1+p32 ; e 4�p31�p3 ); M1 � (e; e2)M4 � �M2; M3 � �M1; F3 � �F1; F4 � �F2; �g:148=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 9



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriaf(x) = xln jxj f(x) = �f(�x) Dom(f) = Rnf0;�1g; ; limx!0 f(x) = 0; limx!1� f(x) = �1limx!�1� f(x) = �1; la funzione �e positiva o nulla se �1 < x � 0 _ 1 < x: Prendiamo solole x positive. f 0(x) = ln x�1ln2 x � 0 se x � e; quindi x = e �e un minimo ed f(e) = e: La derivatase
onda �e f 00(x) = 2�ln xx ln3 x � 0 se 1 � x � e _ x � e2: limx!0 f 0(x) = 0 ma la funzione non haun minimo in quanto la derivata prima �e negativa fra �1 ed 1: limx!0 f 00(x) = �1:

x
xln jxj

F1M1
F2 M2

M1 � (e; e) F1 � (e2; e22 ) �g:15M2 � (�e;�e) F2 � (�e2; �e22 )

f(x) = x2jxje 1�x2�x Dom(f) = Rnf0; 2g; f � 0 per ogni x 2 Dom(f); limx!0 f(x) = 0 da 
uix = 0 �e 
ertamente di minimo. La funzione ha l'asintoto y = e(x + 1) per x ! +1 ed inoltref(x) > e(x+1) per x > 2 (da dimostrare dopo). Per x! �1 l'asintoto �e dato da y = �ex� ef(x) > �ex� e per x < 0: limx!2+ f(x) = +1 limx!2� f(x) = 0
La derivata �e f 0(x) = xjxje 1�x2�x x2�5x+4(2�x)2 e quindi il punto (1; 1) �e un massimo mentre (4; 4e3=2)�e un minimo. Per x < 0 la funzione �e de
res
ente limx!0 f 0(x) = pe: f 00(x) = xjxje 1�x2�x 5x�8(2�x)4e quindi la funzione ha la 
on
avit�a rivolta verso l'alto per x > 85 e per x < 0: Il gra�
o �e ilseguente (per x > 2 le ordinate sono 
ontratte di un fattore 10)8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 10



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria

x

x2jxje 1�x2�x

M1 F M
M1 � (1; 1); M � (4; 4e3=2)F � (85 ; 85e�3=2) �g:16y = 110(ex+ e)

y = �(ex+ e)

f(x) = x+ 4ar
tanpjx� 1j Dom(f) = R; limx!�1 f(x) = �1; la retta di equazioney = x + 2�; �e un asintoto obliquo sia a +1 
he a �1: Derivata prima per x � 1 f 0(x) =1 + 2px�1 1x > 0 per ogni x; limx!1+ f 0(x) = +1; f(1) = 1: Se x < 1 la derivata �e data daf 0(x) = 1 � 2px�1(2�x) � 0 
he �e equivalente a (2� x)2p1� x > 4 ossia x(�x2 + 5x� 8) � 0:Se 0 � x � 1 bisogna 
he �x2 + 5x� 8 � 0 e non �e mai vero per 
ui 0 � x � 1 ) f 0(x) � 0(�e zero per x = 0). Vi
eversa se x < 0 la derivata prima �e sempre positiva. Se x � 1f 00(x) = 2�3xx2(x�1)3=2 � 0 per ogni x mentre se x < 1 allora f 00(x) = 3x�4(2�x)2(1�x)3=2 < 0: Il gra�
o�e dato in �gura 17

x
x+ 4ar
tanpjx� 1j
M M � (0; �) �g:17y = x+ 2�

f(x) = x ln jxj � xln jxj � 2x Dom(f) = Rnf0;�1g; f(x) = �f(�x) per 
ui basta studi-are la funzione per x positive. limx!�1 f(x)x = �1 per 
ui non 
i sono asintoti obliquin�e orizzontali; limx!�1 f(x) = �1 e quindi due asintoti verti
ali. Segno della funzione8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 11



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneriaf(x) = x ln2 jxj�2 ln jxj�1ln jxj � 0 per e1�p2 � x < 1 _ x > e1+p2: La derivata prima �e data daf 0(x) = ln3 x�ln x�ln2 x+1ln2 x � 0 per x > 1e : f 00(x) = (ln x�1)(ln2 x+ln x+2)x ln3 x � 0 per 0 < x < 1 _ x � e
x

f(x) = �f(�x) = (x ln jxj � xln jxj � 2x)
BA C F1 D

A � (1e ;�21e ); F1 � (e;�2e); B � (e1�p2; 0)C � (1; 0); D � (e1+p2; 0) �g:18
f(x) = ar
tan jpx�2jjpx+1j Dom(f) = R+ [ f0g; f(0) = ar
tan 2; f(4) = 0; limx!+1 f(x) = �4 ;jpx�2jjpx+1j � 0 per x � 4 ed in questo 
aso la derivata �e f 0(x) = 32px 12x+5�2px il 
ui segno �esempre positivo. f 0(4+) = 320 : Se 0 � x < 4 allora la derivata �e uguale alla pre
edente 
onil segno meno e quindi �e sempre negativa. f 0(0+) = �1 e la derivata se
onda �e f 00(x) =x�4jx�4j �3(4x3=2+10px�4x)2 6x�4px+5px e quindi �e sempre negativa se x � 4 mentre �e sempre positivaper 0 � x < 4: Il gra�
o �e dato in �gura 19.

xf(x) = ar
tan jpx�2jjpx+1j
AB A � (4; 0); B � (0; ar
tan 2)�g:19

f(x) = ar
tan jpx�2jjpx�1j Dom(f) = R+[f0gnf1g f(0) = ar
tan 2; f(4) = 0; limx!+1 f(x) = �4 ;px�2px�1 � 0 per x � 4 _ 0 � x < 1 ed in questo 
aso la derivata �e f 0(x) = 12px 12x+5�6px il
ui segno �e sempre positivo. f 0(4+) = 112 : Se 1 < x < 4 allora la derivata �e uguale allapre
edente 
on il segno meno e quindi �e sempre negativa. f 0(0+) = +1 e la derivata se
ondaper x � 4 _ 0 � x < 1 �e f 00(x) = �6x+12px�54x3=2(2x�6px+5)2 e quindi �e positiva per 1� 1p6 � x < 1: Per1 < x � 4 la derivata se
onda �e la pre
edente 
ambiata di segno ed �e positiva per 1 < x � 1+ 1p6 :Il gra�
o �e dato in �gura 20.8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 12



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria
x

f(x) = ar
tan jpx�2jjpx�1j x = �4AB C E D A � (4; 0); B � (0; ar
tan 2); E � (1; �2 )C � ((1� 1p6)2; ar
tan(p6 + 1))D � ((1 + 1p6)2; ar
tan(p6� 1)) �g:20
f(x) = x+ ar
tan x1�x Dom(f) = Rnf1g; f(0) = 0 limx!1� f(x) = 1 � �2 ; asintoto abliquodi equazione y = x � �4 ; f(x) > x � �4 per x < 1 e vi
eversa per x > 1; f 0(x) = 1 + 1x2+(1�x)2
he �e sempre positiva f 00(x) = 2�4x(x2+(1�x)2)2 � 0 per x � 12 ; limx!1� f 0(x) = 2 ed il gra�
o �e in�gura 21

x
f(x) = x+ ar
tan x1�x
A A � (12 ; 12 + �4 ) �g:21y = x�� 4

f(x) = �1� 1xp1 + x3 Dom(f) = fx � �1gnf0g limx!�1� f(x) = +1; limx!�1+ f(x) =�1; limx!+1 f(x) = �1 e non 
i sono asintoti obliqui. Le derivate sono date da f 0(x) =2�x32x2p1+x3 f 00 = 8+16x3�x6�(1+x3)3=24x3 : Il punto di 
oordinate (21=3;�1 � p321=3 ) �e di massimo mentre ipunti di 
oordinate ((8� 6p2)1=3; f((8� 6p2)1=3))) sono due 
essi. Il gra�
o �e dato in �gura228=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 13



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria
x

f(x) = �1� 1xp1 + x3

CA B
A � ((8� 6p2)1=3;�1� p9� 6p2(8� 6p2)1=3 )C � ((8 + 6p2)1=3;�1� p9 + 6p2(8 + 6p2)1=3 )B � (21=3;�1� p321=3 ); �g:22

f(x) = x+ ln(1 + jxjjx�1j ) Dom(f) = Rnf1g: La funzione ha un asintoto obliquo a �1 diequazione y = x + ln 2: limx!1 f(x) = +1: Per x � 0 _ x > 1 la derivata prima �e data daf 0(x) = x(2x�3)(x�1)(2x�1) per 
ui la funzione �e 
res
ente per x � 0 ^ x � 32 : La derivata se
onda�e f 00(x) = 4x�3(2x�1)2(x�1)2 
he �e sempre positiva per x � 1 e negativa per x � 0: In x = 32 vi �eun minimo. Per 0 � x < 1 la funzione �e data da f(x) = x � ln(1 � x) la 
ui derivata prima �ef 0(x) = 1 + 11�x = 2�x1�x > 0 per 0 � x < 1: L'origine �e un punto di 
esso ma la funzione non �eivi derivabile. Il gra�
o �e in �gura 23

x
f(x) = x+ ln(1 + jxjjx�1j )My = x+ ln 2
M � (32 ; 32 + ln 4); �g:23

f(x) =q jx2(x�1)jjx+1j Dom(f) = Rnf�1g; f(x) = jxjq jx�1jjx+1j e la funzione �e data da:xqx�1x+1 se x � 1; xq1�x1+x se 0 � x � 1; �xq1�x1+x se �1 � x � 0; �xqx�1x+1 sex < �1limx!�1 f(x) = +1: Per x ! +1 la funzione �e data da f(x) = xq1� 2x+1 = x(1 � 1x+1 +8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 14



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di IngegneriaO( 1x2 ) = x� 11+ 1x +O( 1x ) = x�1+O( 1x ) da 
ui l'esistenza dell'asintoto obliquo di equazione y =x�1: Per x! �1 l'asintoto �e dato da y = �x+1: Per x > 1 la derivata �e f 0(x) =qx�1x+1 x2+x�1x2�1da 
ui segue 
he la funzione �e sempre 
res
ente. Inoltre risulta f(x) > x � 1 e quindi stasempre sopra l'asintoto. limx!1+ f 0(x) = +1: Per 0 � x � 1 f 0(x) = q1�x1+x 1�x�x21�x2 � 0per 0 � x � �1+p52 e quindi x = �1+p52 �e un massimo. Inoltre si ha limx!1� f 0(x) = �1e limx!0+ f 0(x) = 1: Per �1 � x � 0 abbiamo f 0(x) = q 1�x1+x �1+x+x21�x2 < 0 sempre da 
uila de
res
enza della funzione. Inoltre si ha limx!0� f 0(x) = �1: Per x < �1 si ha f 0(x) =qx�11+x 1�x�x2x2�1 da 
ui segue 
he vi �e un minimo in x = �1�p52 : Il gra�
o �e in �gura 24f(x) = e�x(qjx�p2j+p2) Dom(f) = R; f > 0 per ogni x; limx!+1 f(x) = 0;limx!�1 f(x) = 1: Non 
i sono asintoti verti
ali n�e obliqui. Per x > p2 si ha f 0(x) =e�x2px�p2 (1 � 2x + 2p2 � 2p2px�p2) � 0: La parentesi tonda pu�o ris
riversi 
ome 1 �2(x � p2) � 2p2px�p2 � 0 e ponendo t = x � p2 si perviene ad una disequazionedi se
ondo grado 1 � 2t2 � 2p2t � 0 
he �e risolta per �1 � 1p2 � t � 1 � 1p2 e quindip2� 1p2�1 � x � � 1p2+1+p2: Ne segue 
he la funzione �e 
res
ente per p2 � x � � 1p2+1+p2e de
res
ente per x > � 1p2 + 1 + p2 e quindi per x = � 1p2 + 1 + p2 
'�e un massimo. Perx � p2 la derivata �e f 0(x) = �e�x2p�x+p2 (1 � 2x + 2p2 + 2p2p�x+p2) e la parentesi tondapu�o s
riversi 
ome (1+p2(p2�x))2 
he �e sempre positivo e la funzione �e de
res
ente. Il puntodi as
issa x = p2 �e un minimo. Il gra�
o �e in �gura 25.

x

f(x) =q jx2(x�1)jjx+1j
M

N

M � (�1 +p52 ; 12q10p5� 22)N � (�1�p52 ; 2qp5 + 2) �g:24

y = x� 1y = �x+ 1
x

f(x) = e�x(qjx�p2j+p2)
MN

M � (32 ; e�3=2(1� 1p2 +p2))N � (p2; e�p2p2) �g:25f(x) = �x� ar
tan x+1x Dom(f) = Rnf0g; limx!�1 f(x) = �1; y = �x + �4 �e l'asintotoobliquo a +1 mentre y = �x � �4 �e l'asintoto obliquo a �1: limx!0� f(x) = ��2 : f 0(x) =8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 15



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria�1 + 1(x�1)2+x2 ; da 
ui la funzione �e 
res
ente per �1 � x � 0 ed inoltre limx!0 f 0(x) = 0; ;f 00(x) = � 2+4xx2+(1�x)2 per 
ui la funzione ha la 
on
avit�a rivolta verso l'alto per x 2 (�1;�12):Il gra�
o �e dato in �gura 26.
x

f(x) = �x� ar
tan x+1x
A

BCD
A � (0;��2 ); B � (0; �2 )C � (�12 ; 12 + �4 ); D � (�1; 1) �g:26

3.6

f(x) = ln(16x� x3) Dom(f) = (�1;�4) [ (0; 4): limx!�1 f(x) = +1; limx!�4� f(x) =�1; limx!0+ f(x) = �1; limx!4� f(x) = �1: f 0(x) = 16�3x216x�x3 � 0 per 0 < x � 4p3 equindi si ha un massimo nel punto ( 4p3 ; ln( 64p3 � 643p3 )): La derivata se
onda �e data da f 00(x) =�9x4+6x3�256x2(16�x2)2 : Per avere la funzione in (�4; 0)[ (4;+1) basta fare f(x) = �f(�x) = � ln(x3�16x): Il gra�
o �e il seguente8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 16



Paolo Perfetti, Dipartimento di matemati
a, II Universit�a degli Studi di Roma, fa
olt�a di Ingegneria

x

f(x) = ln(16x� x3)M1

M2

M1 � ( 4p3 ; ln 1283p3); M2 � �M1�g:27

8=di
embre=2005; Es
lusivamente per uso personale; �e vietata qualsiasi forma di 
ommer
ializzazione 17


