Esercizio 259

[ file scaricato da http:/www.extrabyte.info ]

Determinare I'incremento della funzione f (r) = xz? relativo al punto xy e all’incremento
T — Tg, nei seguenti casi:

Soluzione
Per definizione di incremento:

Af = F (@)= f o) = a® —a}
Quindi:
1. Af=3
2. Af =112 -1=0.21

3. Af=(1+&)—1=2+¢&

Esercizio 260

Determinare l'incremento della funzione f (z) = /= relativo al punto z, e all’incremento
Ax, nei seguenti casi:

1. Ty = 0, Ar = 10_3
2. 1o =8, Az =-9
3. xp=a, Az =¢

Soluzione
Per definizione di incremento:

Af = f(zo+ Ax) — f (20) = Vao + Az — o

Quindi:
1. Af =10
2. Af=-3

3. Af = VaTE-Va



Esercizio 261

Consideriamo le seguenti funzioni:

f(x) =ax+b, cona,beR

g(r) =ax® cona€R

Determinare gli incrementi Af e Ag, mostrando che Af dipende solo dall’incremento della
variabile indipendente Ax e non dal punto iniziale xg
Soluzione

Af = f(zo+ Az) — f(20)
=a(xo+ Azx)+b—axg—>b
= aAr,

Quindi Af non dipende da z,. Infatti essendo f una funzione lineare si ha che % e il
coefficiente angolare della retta di equazione y = ax + b.
Nel caso di g (z) invece:

Ag = g (w0 + Ax) — g ()
=a (2:60Ax + AJJZ)

Esercizio 262

Determinare I'incremento e il rapporto incrementale delle seguenti funzioni:

f(x) =V, (rg=0,Az=10"")
g()=Inz, (z9=10°, Az =-9-107")

Soluzione

Af = f(xo+ Ax) — f(x0)
= Vao + Az — /o
Af  Vao+Ar —/xg 1
Ar Ax T Vot Az + To

Sostituendo 1 valori numerici:

Af =102
Af 2
U
Ax 0



In maniera simile per la funzione g (z):

Ag = g(xo+ Ax) — g (7o)
= In (zo + Azx) — In (o)

(4 3)
=In{l1+—
To

Ag 1 Ax
E—@m(”x—o)

Sostituendo 1 valori numerici:

Ag=—1n10
Ag  Inl0
Az 9-101

Esercizio 263

Determinare I'incremento e il rapporto incrementale delle seguenti funzioni:

J (@) = vz, (25=0, Az =10"")
g(x)=Ilnzx, (xo =10%, Az = —9- 10_4)

Soluzione

Af = f(zo+ Ax) — f(x0)
= Vo + Az — /o
Af  Vao+Ar—/xg 1
Ar Az " Vot Az + To

Sostituendo i1 valori numerici:

Af =102
Af 2
— =1
Ax 0

In maniera simile per la funzione g (z):

Ag = g (zo + Az) — g (o)
= In (zg + Az) — In (z¢)

A
—In (1+ —x)
Zo

Ag 1 Ax
= T qp (1=
Az Aa:n< +x0)



Sostituendo i1 valori numerici:

Ag=—1n10
Ag  Inl0
Az 9-10%

Esercizio 264

Assegnata la funzione f (x) = 2% si determini I'incremento A f e il rapporto incrementale %
relativo all’incremento (z + Ax) — Ax della variabile indipendente.

Soluzione

L’incremento della funzione e:

Af =[x+ Ar) - f(x)

— 2x+A:c 9%
=27 (227 — 1)
Il rapporto incrementale:

Af 2" ae
E—E(Q 1)

Esercizio 265

Assegnata la parabola y = f (), essendo f (x) = 2x — 22 si determini il coefficiente angolare
della retta secante per i punti Py (xg = 1, f (x9)), P (zo + Az, f (2 + Ax)).

Determinare poi il limite per Az — 0 del coefficiente angolare

Soluzione

Il coefficiente angolare e dato da

[ (w0 + Ax) — f (20)
Az
201+ Az)* — (1+Ax)* —1
B Az

=—-Ax
Quindi:
A =0 .

Da un punto di vista geometrico, per Az — 0, la retta secante ruota intorno a Py per tendere
alla retta di coefficiente angolare (1), la cui equazione ¢ percio data:

y=f(x0) =1



Esercizio 266

Sia f: X — R, con X = [a,b]. Il rapporto incrementale relativo al punto a e all'incremento
b — a della variabile indipendente:

f ) - f (@
T ha @

definisce la velocita media di variazione della funzione f nell’intervallo [a, b]. Ad esempio, se
x ¢ il tempo e f(x) la distanza percorsa da un punto materiale, la (2) definisce la velocita
media del punto materiale nell’intervallo di tempo [a, b].

Determinare la velocita media se f(z) = y/z (cm) nell’intervallo di tempo (espresso in
secondi) [1, 3].

Soluzione

Risulta:

fO)—fla) fAH-f1) _ V3-1

b—a 3 2
Qundi la velocita media del punto materiale e:
f(b) — f(a)

~ 0.366 cm-s~!
b—a

Esercizio 267

Assegnata la funzione f(x) = Inx si determini 'incremento Af e il rapporto incrementale
i—i relativo allincremento (z + Ax) — Az della variabile indipendente.
Soluzione

L’incremento della funzione é&:

Af = f(z+Az) = f(2)
=ln(z+Az)—Inz

:ln<1+&)
X

Af 1 Ax
E—Eﬁ0+7)

Il rapporto incrementale:

Esercizio 267

Assegnata la funzione f (z) = Inx si determini l'incremento Af e il rapporto incrementale
i—i relativo allincremento (z + Ax) — Az della variabile indipendente.
Soluzione

L’incremento della funzione é:



Af = [z +Ar) = f(z)
=ln(z+Az)—Inz

A
:ln(lJr—z)
x

x

Il rapporto incrementale:

Ar Az

Esercizio 268

Mostrare che le funzioni assegnate hanno derivata infinita nei punti indicati:

Soluzione
Calcoliamo la derivata destra e sinistra in xg:

o F@ - FO) 1
f+(0>—xlgél+T—wlgél+ Bx—+oo
fl_(o):limf(x>_f(0>:limi——oo

2—0- T e—0- YT

Per la funzione g:

g (0) = lim " Jim, - 0 00
— 1
g~ (0) = lim () =9(0) _ lim = +00
r—1— Xz z—1 5 (.CL' . 1)4
Quindi:
g'(0) = 400
Esercizio 269
Dimostrare che la funzione f (x) = |cosz| non ¢ derivabile nei punti z; = 2k2—+17T, Vk € Z.

Soluzione
Calcoliamo la derivata sinistra e destra in xy:



Osserviamo che:

cos (zx + Ax) = cos <k7r + g + Aaz)
= cos <k’7r + g) cos Az — sin (lmr + g) sin Ax
= —sin (/m + g) sin Az
= (—1)"'sin Az

Quindi
cos (x + Ax) = |sin Az|
Percio:
sin Az| sin Az
' (z) = lim | = — lim =-1
fﬁ( k) Ax—0— Ax Az—0-  Ax
In maniera simile per la derivata destra:
, cos (v + Ax)| . |sin Az
" (z3) = lim | = lim = +1
f+( k) Az—0t Az Az—0t  Ax +
Si conclude che la |cos z| non & derivabile nei punti z;, = 227 avendosi f} (z) # [/ (k).
Esercizio 270
Dimostrare che la funzione f (z) = |cosz| non & derivabile nei punti ), = 27 Vk € Z.
Soluzione
Calcoliamo la derivata sinistra e destra in zy:
xp+ Azx) — f(x cos (z + Ax
Az—0~ Ax Az—0- Ax

Osserviamo che:

cos (r + Ax) = cos (/m + g + Ax)
= cos (/mr + g) cos Azr — sin (knr + g) sin Ax
= —sin <k7r + g) sin Ax
= (—1)"'sin Az

Quindi
cos (xp + Ax) = |sin Az

Percio:



sin Az| . sinAx

' = i -1 =—1
fﬁ («Tk) AJCILI})* Ax Aacli%* Ax
In maniera simile per la derivata destra:
, cos (zy, + Ax)| . |sin Az
"(2:) = lim | = lim =+1
fi (o) Az—0+ Az Az—0t Az
Si conclude che la |cos z| non & derivabile nei punti z;, = 227, avendosi f} (z) # [/ (k).

Esercizio 271

Applicando le regole di derivazione, determinare la derivata delle funzioni

f (z) = In (sin 2x)
Inz

g (x) - arctan x

Soluzione

1
f’(x)z 9 -2cos2x = 2cot 2z
S111 27T

La derivata della funzione g:

% -arctanx — -Inx

_1_
1422

g ()= (arctan z)?

(1+ z?)arctanz — zInx

(arctan z)°

Esercizio 272

Applicando le regole di derivazione, determinare la derivata delle funzioni

f(z) =In (sinz?)
g (z) = sin (Inz?)

Soluzione
/ 1 2 2
' (x) = —— -cosz” - 2z = 2rcotw
sin x
La derivata della funzione g:
g (z) = cos (Inz?) - 1. 2x = 2 cos (Inz?)
x? x



Esercizio 273

Studiare la derivabilita della funzione:

f(x):{ \/m, Sexe(—OO,O]U[Q,—Hm)
\/_ 1

-4 se xz € (0,2) '

r—27
nei punti xg = 0, xj = 2.
Soluzione
Studiamo prima la continuita in tali punti.

lim f(z)= lim y/z(x —2)=0= f(0) = f ¢ continua a sinistra in z

r—0~ z—0~

lim f () = lim (V&———) =1
x) = lim - -

xi%’l* z—0t -2 2 ’

Quindi xg = 0 & un punto di discontinuita di prima specie.

lim f(z) = lim \/z(z—2)=0= f(2) = f & continua a destra in x|,

z—2+1 z—2t

1
lim f(z) = lim (\/_— ) = 400,
T—2~ T—27 T —2

Quindi z; = 2 ¢ una singolarita. Si conclude che f non e derivabile in z(, xj. Tuttavia,
siccome e continua a sinistra in xy e a destra in ), possiamo calcolare le derivate sinistra e
destra nei rispettivi punti:

L=t LSOy, Vo2 "
gy MEE= \/ﬂz_oo
z—0~ || e .

Quindi il diagramma “arriva” nel punto (0,0) con tangente verticale e orientata verso il
basso.

. f(x)—=f(0 . x(x—2)
L0 = i T g S ®
—9 [
:limM:hm T 2:—1—00
r—0t |CL’| z—0t xT

) con tangente verticale e

f1(0) = +oo significa che il diagramma “parte” dal punto (O,%

orientata verso 1’alto.

Cfw-f® . JeE-?
= lim x<x_2)—hm w = +00
z—2+ ’I’ — 2| z—2+ T — 2



fi (2) = o0 significa che il diagramma “parte” dal punto (2,0) con tangente verticale e
orientata verso l'alto.

10
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Studiare la derivabilita della funzione:

Va(r—2), sex e (—o0,0]U[2,+00)
flw) = VT — L se z € (0,2) ’
2 7
nei punti xo = 0, xj = 2.
Soluzione
Studiamo prima la continuita in tali punti.

lim f(z)= lim y/z(x —2)=0= f(0) = f ¢ continua a sinistra in z

r—0~ z—0~

lim f (@) = lim (V- ——) =3
im f(z)= lim _ ==

z—0t z—0t -2 2 ’

Quindi zyp = 0 € un punto di discontinuita di prima specie.

lim f(z) = lim /a(x —2)=0= f(2) = f & continua a destra in x;,

r—2+ r—21

1
lim f(z) = lim <\/_— —) = 400,
T—2 T—2— r—2

Quindi x;, = 2 ¢ una singolarita. Si conclude che f non ¢ derivabile in zg, x;. Tuttavia,
siccome ¢ continua a sinistra in zg e a destra in ), possiamo calcolare le derivate sinistra e
destra nei rispettivi punti:

f2(0) = Jim w = Tim # o
:_hm_ig;a:—Mn%;jz_w
z—0~ ’.CC‘ o0 -

Quindi il diagramma “arriva” nel punto (0,0) con tangente verticale e orientata verso il
basso.

. fl@)—=f0) z(z—2)
FO=Dp = ©
—_9 _
= lim z(@ )zlm * 2:—1—00
r—0t |£L'| z—0t T

f4 (0) = 400 significa che il diagramma “parte” dal punto (0,3) con tangente verticale e

orientata verso 1’alto.

@)= f2) L Ve —2)
fi(2) = zlggr T —2 B xligl+ T —2 ©)
z—2F |l‘ — 2| z—2F Tr —

fi (2) = +4o0 significa che il diagramma “parte” dal punto (2,0) con tangente verticale e
orientata verso l'alto.



Esercizio 274

Provare che Py (1,0) € un punto angoloso del diagramma cartesiano della funzione:

f(x) = |Inxl,
Soluzione
Esplicitiamo il valore assoluto:
Inz, sex € [l,+00)
I )= { —Inz, sex € (0,1)
Quindi la derivata prima:
1
vy 3 sex e[l +00)
fiw) = { -2, sex € (0,1)

Da cio segue:

f) =41
)= -1

Allo stesso risultato si arriva calcolando il limite del rapporto incrementale:

fi(1) = lim J@ = I (2:{(1) = lim ;n_xl = +1
#(1) = lm f@)-f@) _ lim In z _ 1
r—1~ r—1 z—1-x —1

(11)

(12)

(13)

(14)

Da cio vediamo che Fy(1,0) & un punto angoloso. La retta tangente 7, a destra in xy ha

equazione:

y=x—1

mentre la retta tangente 7_ a sinistra in xy ha equazione:

y=—x+1
Il grafico ¢ riportato in fig. (1)
Esercizio 275
Stabilire se la curva y = | + 4| ¢ dotata di retta tangente nel punto di ascissa zg = —4.

Soluzione
Esplicitiamo il valore assoluto:

f(z) = r+4, sex>—4
|l —(z+4), sex<4

Quindi la derivata prima:



Figure 1: Grafico di f (z) = |Inz]

f'x) = { —11, S(saea::c2<_—44 (16)
Da cio segue:
fi(—=4) =+1 (17)
fo(=4)=-1

Si conclude che la curva assegnata e priva di retta tangente in Py (—4,0), essendo questo un
punto angoloso. La retta tangente 7, a destra in zy ha equazione:

y=x+4

mentre la retta tangente 7_ a sinistra in zy ha equazione:

y=—x—4

Esercizio 276

Studiare la derivabilita della funzione:

Y

f (@) :{ P e w0

0, sex =0

nel punto zy = 0.

*okok

Soluzione
Studiamo il comportamento di f in xy = 0:



sin 1

lim f(x) = =+o0, lim f(z)=
T f (2) = 2 T f (2) = 2
Quindi la funzione ha una singolarita in xy, per cui non ivi derivabile. L’espressione della

derivata e:

inl
sml (18)

;.\ 2wcos(x* 4 1) -3z — 3sin (z* + 1)

_ 2z%cos (z* + 1) —sin (2° + 1)
B 3x?

Esercizio 277

Determinare la derivata della funzione:

o) = o)

kokok

Soluzione
Applicando le regole di derivazione:

2x
(1+ 22?) [1—|—1n2( L )}

1422

Esercizio 278

Determinare la derivata della funzione:

_In(@*+1)
-2
kK

f(x)

Soluzione
Applicando le regole di derivazione:

() — zgil-(m—Q)—ln(xQ#—l)
e e

2z (r —2) — (2> + 1) In (22 + 1)
(224 1) (z — 2)

Quindi:

2222—In(2>+1)] — 4z —In(2® + 1)

f @) @+ 1) (z—2)




Esercizio 279

Determinare la derivata della funzione:

2z +3)Inzx
e:r

fx) =

kokok

Soluzione
Applicando le regole di derivazione:

(2Inz + 2) e” — (22 + 3) Inz

f(x) = .
xe
_2rlnz+20+3—-2(2r+3)nx
a (z2 4 1) (x — 2)°
Quindi:
20+ 3 —xzhnx (20 +1

(x2+1) (z — 2)2

Esercizio 280

Determinare la derivata della funzione:

f(z) = (sinz)™" —sin (sin z)
k%
Soluzione
Per semplificare i calcoli, poniamo:
g(z) = (sinx)™",
per cui:
I (z) = ¢ (x) — cosz - cos (sinx)
Per determinare ¢’ (z) applichiamo il metodo della derivata logaritmica:
Ing(z) =sinzInsinx

Derivando ambo i membri:

= cosz - In (sinz) + cosz,

Quindi:



¢ (z) = (sinz)™" cos z [In (sin x) + 1]

La derivata di f:

(@) = {(sm 2)™™ [In (sinz) + 1] + 1} cos

Esercizio 281

Determinare 'insieme di continuita e 'insieme di derivabilita della funzione

f In(1+2z), sex>0
f(x)—{ 1+2x]—1, sex <0

XKk

Soluzione
La funzione e definita in X = R. Il punto di raccordo ¢ x = 0. Studiamo il comportamento
in tale punto.

lim f(z) = lim In(14+2)=0= f(0)

z—0t z—0t
lim f(z)= lim In(|[14+2|—-1)=0
rz—0~ x—0~

Da cio segue che la funzione ¢ continua nel punto di raccordo x = 0. Inoltre In(1 +z) ¢
continua per x > —1, e |1l + 2| — 1 & continua in R, si conclude che la funzione assegnata e
continua in R.

Per l'insieme di derivabilita, esplicitiamo il valore assoluto:

In(1+x), sex >0
f(x) = z, se x € [—1,0)
—x—1, sex € (—oo,—1)

Quindi la derivata e:

1
e sex >0

f(z) = 1, sex€[-1,0)
-1, sex € (—o0,—1)

Da cio vediamo che g = —1 € un punto angoloso. Infatti:

fi(=1) = +1
(-1 =-1

In figura (2) e riportato il diagramma cartesiano della funzione.



N =

-3 - xo=—1 1 2

—1r

In(l14+z), sex>0

Figure 2: Diagramma cartesiano della funzione f (z) = { 142 -1, sex<0

Esercizio 282

Utilizzando le regole di derivazione, determinare la derivata della funzione

f(z) = tan (In V1 — 2z)

KKk

Soluzione
La funzione puo essere scritta come:

1
f(z) = tan {5 In(1-— Zx)]
Per la regole di derivazione:

- 1 1
~cos? [SIn(1-27)] 1-2a

' (x) (=1)

Quindi la derivata prima:

, B 1
f'(e) = (22 — 1) cos? (In /1 — 2z)

Esercizio 283

Utilizzando le regole di derivazione, determinare la derivata della funzione

f(z) = cosVtanx

okok



Soluzione
Per la regole di derivazione:

f'(z) = —sinvVtanz - ! !

2v/tanx cos?w

Quindi la derivata prima:

sinv/tan x
2 cos? zy/tan x

f'(z) =

Esercizio 284
Determinare 'insieme di continuita e 'insieme di derivabilita della funzione:
f () = sinh (In” z)

*kk

Soluzione
La funzione ¢ definita in X = (0,400) e tale ¢ 'insieme di continuita.
Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte:

1
f'(z) = cosh (In”z) - 2Inx -

x
Quindi la derivata prima:

2
f'(z) = =Inzcosh (In” z)
T

Da cio segue che I'insieme di derivabilita ¢ X’ = (0, 400). Studiamo il comportamento di f
e della derivata in un intorno destro di x = 0:

lim f(z) = sinh (+00) = +00

r—0t
T (x) = R

Esercizio 285

Determinare 'insieme di continuita e 'insieme di derivabilita della funzione:

fz) = 2> =341, sex>0
1 1—3arctanz, sex <0

kokok



Soluzione

La funzione e definita in X = R. Per determinare l'insieme di continuita osserviamo che le
funzioni 2® — 3z 41, 1 — 3 arctan z, sono continue ovunque, per cui non ci resta che esaminare
la continuita nel punto o = 0. Abbiamo:

lim f(z) = lim (2° =3z +1) =1= f(0)

z—07t z—07F
lim f(z) = lim (1 —3arctanz) =1,
z—0~ z—0~

donde la funzione ¢ continua in xg
Passiamo alla derivata:

322 -3, sex >0
sex <0

rw =1

__3_
1422

La derivata destra e sinistra in x:

lim f'(z) = lim (32°—3) =-3

z—0+t z—0+t
1
li "(z) = -3 i =—
D S =
Da cio segue che la funzione ¢ derivabile in xy = 0, avendosi f’(0) = —3. Si conclude che

I'insieme di continuita e derivabilita e tutto R.

Esercizio 286

Determinare i valori di a,b € R per i quali la seguente funzione ¢ continua e derivabile in
(0, +00):

#;2111)7 se x € (0,1)
f(z) = ax + b, se z € [1,2]

(2 =222 (z —2), sex e (2 +x)

XKk

Soluzione

f & manifestamente continua in (0, 4+00) — {x¢, x;}, essendo zp = 1 e z{, = 2. Per imporre
continuita e derivabilita su tutto (0, +o00) dobbiamo raccordare sia la funzione che la sua
derivata nei punti xg,x;. Iniziamo con la funzione:

z—l_l
lim f(z) = lim B

o1~ e—1-xsin (22 —1) 0

Per rimuovere la forma indeterminata poniamo t = x — 1:

_ , et —1
Jm fle) = i [t (t+2)]

9



Con ovvio significato dei simboli:

et —1 .
lim =1l=—=e —1~t, pert—0
t—0~
sin [t (t+2)] ,
t_l)r(%w—1:>sm[t(t+2)]~t(t+2), pert — 0
Quindi:
t—1 t 1
lim ¢ = lim ==

t—0- (t+1)sin[t (t+2)]  t—=o- t+1D)t(t+2) 2

Il limite a destra:

xlifﬁf(x) = ;}H{i (ax +b)=a+b

Quindi:

f € continua
inxyg=1

><:>a—|—b:% (19)

Nel punto zj = 2

lim f(x)=2a+0b

r—2~
. . . o 2 o _
Ilirgl+ f(x)= xlir; (x—2)"In(x—2)=0
Quindi:
( J ¢ continua ) e 2a+b=0 (20)
In z, =2
Dalle (19)(20):
f & continua L
(in%:l,%:Q = a= 2,b_l (21)
Passiamo alla derivata:
, % [wsii{xgjl)} ) se ¥ € (07 1)
[ (@) = —1 se x € [1,2]

2(m2—’2)1n2(m—2)+2(x—2)1n(x—2), se x € (2,400)

La derivata destra e sinistra in xy:

lim f'(z) = lim [2(z—2)In*(z—2)+2(z—2)In(z —2)] =0

r—21 r—21

1 1
lim f'(z) = lim (—=)=—=
Jm S (@) ﬁ?( 2) 2

10



Cioe per a = —%, b = 1 la funzione non ¢ derivabile in z{, ma ¢ derivabile a sinistra e a
destra (punto angoloso)
Quindi:

. 1 b 1) — f € continua in (0, +00) ma non ¢ ivi derivabile,
2 essendo derivabile in X' C (0,400) | 2( ¢ X

1
(a,b) # (—5, 1)) = (f non & continua e ne derivabile in (0, +o00) )

Esercizio 287

Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte determinare la derivata delle
seguenti funzioni:

T 56(2c—1)7  24(22—1)°  40(22—1)°

)_ 3 1 1

6. f(z)=+V1—a?

XKk

Soluzione
1. f/ (;1;') =n (1 + 3x — 5:62)%—1 <3 _ 103:.) =n (3 _ 10%) (1 4 3x — 5x2)n—1
2. f'(z) = 3(aff+b)2 .a _ 3a (my

3. f'(x) =2(2a + 3bx) - 3b = 6b (2a + 3bx)

5. f(m)=-&@z-1)" 2+ 21"+ (20 -1)°2
_ 21 1 1
T 28(22—1)8 + 2(25—1)7 + 4(22—1)°
2142821447 (4a2 —4z+1)
- 28(2z—1)%
. z?
T (2z-1)8
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Esercizio 288

Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte determinare la derivata delle
seguenti funzioni:

1. f(z)=Va+ bz’

2 f (@) = /(@ — a23)"

f(z) = (3 —2sinz)’

@

_ 14,3 14,5
4. f(z) =tanr — gtan’z + ¢ tan’ o

5. f(x) =+/cotx —/cota
*kkok
Soluzione
L f(z) =% (a+ bad)'? = 5 (a+ bz3) "3 . 3ba? = ba? (a + ba®)?
_ b2
3 (a+bx3)?

3/2 1/2 _
2. (1) = (@0 ) = (@ =) ()

:—x%(a2/3—x2/3)1/2:— f/%—l

3. f'(x)=5(3—2sinz)" - (=2) - cosz = —10cosz (3 — 2sin )"’

/ 1 2 1 4
4. f'(x) = —— —tan*z - —— + tan’ - ——
cos? cos?x cos? T
_ 1 sin’z sinfz _ cos*z—sin®xcos?x+sinx __ 1—tan®zttantzx
cos? x cost z cosb z cosb z cos? x

/ _ 1 1 _ 1
5. f (iL‘) ~ 2cotz (_sinzx) T~ 7 2sin?zvcotx

Esercizio 289

Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte determinare la derivata delle
seguenti funzioni:

1. f(z)=2z+5cos’z
2. x(t) = csc?t + sec?t
_ 1

1—-3cosx)?

_ 1 1
4. f(l') ~ 3cosdz  cosz

XKk

12



Soluzione

1. f'(z) =2+ 15cos?z - (—sinx) =2 — 15sinz cos® ©
bx?
3/ (a+bx3)?

2(0052 t—sin? t) (c052 t+sin? t)

2. o (t) —d (Sint>_2 + d (COS t)_2 — _2c0s4t—sin4t _

T dt dt sin® ¢ cos3 t %sing’ 2t
_ 2t
- _165(:;153275
3. f/(x) = —2+L (1 —3cosz) = %
4. f'(z) =1L (cos x) % — L (cos 2)"' = —(cosz) ™" (—sinz) + (cosz) - (—sinz)
_ sinz
T costz

Esercizio 290

Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte determinare la derivata delle
seguenti funzioni:

1. f(l’) — /3sinxg2cosx

2. f(z)=Vsin®x + =
3. f(x)=+1+arcsinz
4. f(x) = Varctanz — (arcsin z)*

okosk

Soluzione

/ _ 1  3cosz+2sinz _ 1 : 5
L. f (CL‘) T 2f(=x) 5 10 (3COSI‘—|—281H1’) \/ 3sinz—2cosz

— 3cosz+2sinx
24/15sinz—10cos x

2. fl(z)=4 (sinw)2/3+% (cosz) ™ = —2% = 2 (sin 2) 3 cosz+3 (cosx) *sin
2cosx 3sinz

3 \3/ sinx cost x

1 1 1
3. f(x) = — . =
f( ) 2y/1+arcsinz  /1—a2 2\/(1—x2)(1+arcsinx)
4 f/ ($) _ 1 L1 _2arcsinx
: 2v/arctanz  1+z? V1—a?
\/1—3:2—4(14—932) arcsin zv/arctan
- 2(1+:c2)\/(1—a:2)arctanx

13



Esercizio 291

Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte determinare la derivata delle
seguenti funzioni:

f(.?f) arctanw

(1) = Vi T 7

f(2)=¢2er =20+ 1+1In°x
()

f(x) = sin3z + cos § + tan /z

f(x

KoKk
Soluzione
-2
L. f/ (CL’) == (arctan I) ’ 1+1352 - _(1+:z:2)(a}rctanz)2

/ _ eT4xe®+1 _ (1+xz)e®*+1
2. f (I) T 2VTeTdxr T 2y/zettx

3. f () = & (2" — 2v 4 1)M/? 4 2inle

=1(2e" =27+ 1)7*/% . (2" — 27 In2) + 22
— 2e”—2%In2 5In% 2
33/ (2ev—2v41)2 x

4. f'(x) =3cos3z — gsint + 5= o m

— _legpzy 1
= 3cos 3z 581115—1—2\/50052\/5

Esercizio 292

Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte determinare la derivata delle
seguenti funzioni:

1. f(z) =sin(2z? — 5z + 1) + tan <
2. f(z) = cos (ax + B)
3. f(t) =sintsin (t + ¢)
4. f(2) = FEg
5. f(x) = acot®
sk
Soluzione
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1. f’(x):cos(x2—5a:+1)~(2:c—5)—|—a~(—xiz)-;)

cosQ(l
= (2z — 5)cos (z? — bz + 1) — m

2. f'(x) =—sin(ar+ ) - a=—asin(ar + )

3. f'(t) = costsin (t + ¢) + sint cos (t + ¢) = sin (2t + ¢)

—2sin 2z(1—cos 2z)—2 sin 2z (1+cos 2x)
4. f' =
f (.’L’) (1—cos 2z)?
_ _—4sin2z __ —8sinxzcosz _ _ 2cosz
(1—cos 2x)? (l—cos2 x+sin? z) sin® x
! —q-— .1 =__1_
5. f (ill') =a sin% a ~  sin?Z

Esercizio 293

Applicando la regole di derivazione delle funzioni composte determinare la derivata delle
seguenti funzioni:

1. f(z) = arcsin2z
2. f(z) = arcsin ()
3. f(t) = arccos/x
4. f (x) = arctan =
5. f(z) = arctan (112)
ok
Soluzione

2 1) = (2 = e
3 @) = i =

/ _ 1 l—z++414x 1
5‘ f (l’) - 1+(17I)2 ' (xl_w)Z 2= 1+x2

15



Esercizio 294

Applicando la regole di derivazione delle funzioni composte determinare la derivata delle
seguenti funzioni:

1. f(z) = arccot (1££)

2. f(z)=>5e"

3. f(z) =2z

4. f(x) = 2*10°

5. f(t) =tsin2'

6. f (x) = arccos e®

7. f(z) =In(2z+7)

8. f(x) =Insinz

9. f(x)=In(1—2?%
10. f(2) =’z —In(Inw)
11. f(z) =In(e" + 5sinz — 4arcsin )

Soluzione
L f(2) = ——L,  doriils

1H(H2)? (-w)? T e
2. f'(x) =5 (—2z) e = —10e "
3. f(z)=4 (5—902) — —2:5""In5
4. f(z) =2z -10% 4+ 22 - 10% - In 10 - 2 = 2210%* (1 + x1n 10)

5. f'(t) =sin2' +¢- (cost) - 2" - In2 = sin 2! + ¢2" (In 2) cos 2°

6. f'(0) = " =~ 7=

T 1 (@) = 55

8. ['(x) =5 cosz =cotu

9. f'(x) = 1312 = mgfl

10. f'(z)=2Inz - — L -1 =2z

. )= S — it
—22(e*+5sina—4arcsin )

16



Esercizio 295

Applicando le regole di derivazione determinare la derivata delle seguenti funzioni:

1. f(x) = sin® 5z cos® £

R
3. f(z) = arctan (Inz) 4 In (arctan x)

4. f(x)=vInx+1+In(y/z+1)

Kkk

Soluzione

1. f'(z) = 3sin®bz - 5cosba - cos® £ +sin’ b5z -2 cos £ - (—sinf) - 4

= 15sin? 5 cos 5 cos? § — % sin® 5z sin § cos §
= 15sin? 5 cos 5z cos? § — % sin® 5z sin %‘T

:11(a:—2)_§+4(:c—2)_

/ - _1_ 1 1. _1
3. f <I> T 1+In?z «z + arctanz  1+x2
1 + 1
x(1+1n2 :z:) (1422) arctan =

— 1 1 1 1
4 @) =smem st A e
_ 1 + 1
T 2zvInz+1 2<\/E+x)

Esercizio 296

Applicando le regole di derivazione determinare la derivata delle seguenti funzioni:

_ 15 10 1
L f(z) = T 4z-3) T 32-37  2(z-3)°
xs
2. f (l’) - 8(1—=z2)*

3. f(l’) — V222 -2x+1

xT

4 f@) = Gy

KKk

Soluzione
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dz | (1-z2)* 8 (1-22)8
(1—22)°
A2 o /22— 2x+1
3. f(g) = D VT e
’ z2 224222 —2z+1
2 2 __ 2z
4 f(2) = L4z i
’ a? dz \/a24a2 a? a?+a? \/(a2+w2)3

Esercizio 297

Applicando le regole di derivazione determinare la derivata delle seguenti funzioni:

3

2. f(z)=3Va?+ Bo gz + 2aVa? + B2y
3. f(z) =3V + Ba Yo+ LoV + S22V

b 10 T - i

okok

Soluzione
1 , 14 23 B 13502(1_;'_:62)3/2 3 3(1+x2)71/ 9
f (ﬂj) - 5@(1_’_12)3/2 3 (1+CI32)3
2
— xT
(1+22)

2. f'(z) = L (323/2 4 B47/6 4 945/3 4 16415/6)
— x*l/?) _I_ 31.1/6 _|_ 31.2/3 + %1.7/6
= gz +3Va +3Va? + ey

3. f'(x) = & (302 + Ba™/0 4 2253 4 S413/0)

= o713 4 316 4 3?3 4 4 7/O

_ 143V/@+3c4+Va8

- vz
(1+\/:Z)3

R

18



Esercizio 298

Applicando le regole di derivazione determinare la derivata delle seguenti funzioni:

L f) =4y
2. f(x) =2 (a— 22°)°
3. @) = (&5)"

_ 9 3 2 1
4. f(z) = 5(+2)°  (a+2)° T (z+2)°  2(z+2)?

okok

Soluzione

V (2=1)* (242)°
2. f (x) = 4% (a — 22%)° + 2* - 2 (a — 223) - (—622)
= 427 (a — 22°) (a — 5z?)

/ o a+bgm\m—1 . bna"1.(a—bx™)+bnz™ ! (atbz™)
3. f (CL’) =m (afb:p”) (a—bxm)?

n)mfl

n—1 (a—bx

= 2abmnx W

4 (@)=L (242" 3L (z+2)" +2L (2 +2)° - 1L (z +2)77

9 12 6 1
= w2t T et @t T e’

Esercizio 299

Applicando le regole di derivazione determinare la derivata delle seguenti funzioni:
L f(z)=(a+x)Va—=x
2. f(x) =+/(z+a)(x+b)(x+c)
3. 9(y) =Yv+ VY

19



4. f(t)=2t+1)(3t+2) /3t +2

5. 9(y) = \/m
6. f(z)=In(VI+e*—1)—In(VT+e" +1)

*okok

Soluzione
L fl(z)=va—z+(a+z)5-L
_ a—3x
2v/a—zx

2. f'(2) =555 (@ + ) (@ + )+ (z+a) (z+0) + (z+a) (z +D)]

_ 3x242(a+b+c)xtbetactab
24/ (z+a) (z+b) (z+c)

5 W)= v =) (14 o)

2/3 25+l
=5 +ve) T HE
S/ 1S

6y (v+va)”

' _ 3 (2t+1)(3t+2)
4. f(t) = \/3t+2(6t+4+6t+3)+—\/(3t+—2)2

_2(21¢2426t+8)

3/ (3t+2)?
— 280 _ o (7t 4 4) /3T + 2

(3t+2)
—~1/2 —3/2
5.9 (y) = 4 (2ay — )7 = =3 (2ay — ¢y?) 7 (20— 29)

— __y-a_

(2ay—y?)°

e’ 1 e’

' _ 1
6. f'(z) = Viter—1 2y/Iter  I1ter+l 2¢/Ite®

= 6z 1 J—— 1
2v/1+e* \ V/1+er—1 V1ter+1
1
V1+eZ

Esercizio 300

Studiare la continuitd e la derivabilita della funzione:

11—z, <0
f(x)_{e—x’ x>0
*kksk
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Soluzione
La funzione assegnata ¢ manifestamente continua in R—{0}, quindi non ci resta che studiarne
la continuita nel punto zo = 0. A tale scopo calcoliamo il limite sinistro e il limite destro:

lim f(z)= lim (1—-2)=1= f(0)

x—0~ x—0~
lim f(z)= lim e * =1
z—0+ f ( ) z—0t ’

da cio segue che f € continua in xg = 0
La derivata e:

, _ -1, <0
f(x)—{ —e® >0

Quindi la funzione ¢ derivabile in R — {0}, e non ci resta che studiarne la derivabilita nel
punto xy = 0.
la derivata sinistra e la derivata destra nel punto zy = 0:

f2(0) = lim f'(z) = -1

z—0~
/ R / 1 -r _
£ (0) = lim f'(z) = lim e™ = —1,

da cio segue:

fL(0) = fL(0) = =1= f(0),
ciot¢ la funzione ¢ derivabile in zo = 0. Si conclude che la funzione ¢ derivabile (quindi
continua) in (—oo, +00).
N.B. Bastava studiare la derivabilita, poiche una funzione derivabile ¢ necessariamente
continua.

Esercizio 301

Calcolare il differenziale e I'incremento A f della funzione

T
kokk
Soluzione
La derivata &
1
!
1‘ =
=Gy

da cui il differenziale:
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L’incremento:

x4 Az r  (I-z)(r+Az)—2(l—-2— Ax)
Af_l—(x—l—Ax)_l—x_ (1—2)(1—z—Az)
Az

(1—2)(1 —z— Azx)

Esercizio 302

Studiare la derivabilita in zq = 0 della funzione:

f(z) = Vsina? (22)
k%%
Soluzione

Determiniamo innanzitutto 'insieme di definizione di f. A tale scopo osserviamo che tale
funzione non e periodica. Infatti, se applichiamo la definizione di funzione periodica:

AT >0|f(x+kT)=f(z), VkeTZ

vediamo che:

3T > 0| sin(z + kT)?* =sinz?, Vk e Z
donde f (x) non ¢ periodica. La funzione ¢ pari:
f(=z) = [f(z),

quindi il suo diagramma e simmetrico rispetto all’asse y.
Inoltre, deve essere:

sinz? >0 (23)

Per risolvere la (23) poniamo ¢ = z?, quindi deve essere sint > 0 <=t > 2km, t < (2k + 1),
quindi ripristinando la variabile x:

2 -2kt >0= 1€ U (—oo,— 2/{;7r] U [\/%, —l—oo) (24)
r—(Qkn+1)<0=uze|] [—\/(2k+1)w,\/(2k+1)n}

Dalle (24) segue che l'insieme di definizione é:

22



X = ([—\/(Qk: ), —\/ka} U [\/2k7r, N{CTESY WD

essendo:

X = [—\/(Qk: ), —Vle] U [\/m, 2k + 1)7r]

Per alcuni valori di k:

La derivata é:

Si osservi che f’ non & definita in x = 0:

2 2
, ) ] . T CoSx ) , | T
0) = lim z) = lim = lim coszx =1
1+ (0) zao+f (z) z—0t \/sing2 -0t sin x2

2 2
f7(0) = lim f'(z) = lim TCOST™ i || cos x

z—0~ z—0~ 4/sin 12 z—0t 4/sin x2

2 z?
= — lim coszx - 2:—1
z—0+ sin x

Si conclude che f non e derivabile in z = 0, ma lo & a destra e a sinistra di tale punto.
Quindi O (0,0) & un punto angoloso del diagramma della funzione.

Esercizio 303

Studiare la derivabilita in xy = 0 della funzione:
2,2
f (z) = arcsin (u)

a? + 22

kokosk

Soluzione
Per facilitare i calcoli, poniamo per definizione:

23



a* —x
9(z)=— el
cosicche:
/
f(x) =arcsing (z) = f'(x) = 9@
1-g*(2)
Calcoliamo ¢’ (z):
—4a’x
/
a’; =
7 () (a2 + 22)°
mentre:
a? — z2)?
1—92(1‘)—1—( )2
(a® + x2)
B 4a’2?
(a® + x2)2
Quindi:
, _ T 2a
f (l‘) |ZL‘| CL2 +l’2
Si osservi che f’ non ¢ definita in z = 0:
2a 2
! O = 1 ! = — 1 5 . 5 — — —
f-i-( ) xl»%l"" f ($) xl»%l"" (12 + ZUZ a
2a 2
! O — 1 ! — 1 _— = —
fO) = Jim fle) = Jm s =

Si conclude che f non e derivabile in x = 0, ma lo & a destra e a sinistra di tale punto.
Quindi O (0,0) & un punto angoloso del diagramma della funzione. Le equazioni della retta
tangente a destra e della retta tangente a sinistra sono rispettivamente:

2 T
T+)y:—a$+§
2 T
T,)y:aﬂf—i-a

Esercizio 304

Studiare la derivabilita e la continuita in xy = 0 della funzione:

o ={ 5 170 (25)

24



*okok

Soluzione
La derivata é:

Lo eIt )+
f(x) = (1t ell)

Osserviamo che f’(z) non ¢ definita in x = 0, per cui calcoliamo la derivata a destra e a

sinistra:

e (la)+r (+00) 40
f+(0)—11£(r)l+f($)—mli%1+ 2 (1+et/)? 01+ (+00))? (26)

Calcoliamo a parte il limite:

lim x(l—i—el/x)Q:O-oo

z—0t

A tale scopo eseguiamo il cambio di variabile x = %:

¢
lim x(1+el/z)2 = lim Lt+e

r—0+ t—-+o0o t +OO
Quindi il limite (26) si presenta nella forma indeterminata =:
T (1+x)+z o0
m —_ —
w=0t 1 (14 el/7)? 00
Anche qui e conveniente eseguire il cambio di variabile z = %:
e*(l+a)+a e(t+1)+1 et +1) . t+1
m R m—tz:hmT lim —— =0
T—s T (1 +e 1‘) t—+o00 (1 +e ) t—+o0 e t—+o00 e
Percio la derivata destra e:
f(0)=0 (27)
Passiamo alla derivata sinistra:

V(1 (1
£(0) = lim f/(2) = lim “ +l“)+29«":0 (1+0)+0 0
z—0— z—0~ g (1 + el/a:) 0

Con il solito cambio di variabile:

CE4 1) +1 0-cot1
£ (0) = tim SUFDHL 000t
t——00 (1+€t) 0

t+1
lim e (t+1)=0-00= lim L

t——o0

t——0o0 e_t
Quindi:

0

25



HE+1)+1 041
i CCED L 0%
to—00 (14 et) 1

Percio la derivata sinistra é:

fL0)=1 (28)
Si conclude che la funzione non ¢ derivabile in o = 0, ma lo ¢ a destra e a sinistra, per cui

Py (zo, f (x¢)) € un punto angoloso del diagramma.
Riguardo alla continuita:

T 0
Jm fz) = lm = = 1

T 0
1' ! = 1 e = O
B SO = I T = T (o)

Cioe:
lim f () = 0= / (0).

donde la funzione ¢ continua in xg = 0.

Esercizio 305

Assegnata la funzione:
fz)=e™,
calcolare 'espressione analitica della funzione lineare: f (0) + zf’ (0).

kokosk

Soluzione
La derivata é:

Quindi

Esercizio 306

Assegnata le funzioni:

f(x)zl—a:,g(a:)zl—sin%

g
calcolare )

26



*okok

Soluzione
Calcoliamo la derivata:

Quindi

Esercizio 307

Assegnata le funzioni:

fx)=1—x, g(x) :1—Sm%
g1
calcolare )
KoKk
Soluzione
Calcoliamo la derivata:
"(z) = T os 22 —4¢' (1) =0
2 2
"(z)=—1
Quindi
gl _,
(1)

Esercizio 308
Applicando le regole di derivazione, calcolare la derivata delle funzioni:

T/

()

(z) = arcsin y/z
f(x) = arcsinlnx

(z) =

()

f(x

2. f(x

3 arcsin /z

= arcsin .I‘

4. f(x

5. f(x

27



6. f(x)=cosx
7. f(xz) = arctane”

*okok

Soluzione
L 7)== = 3
2. f'(x) = 1-1%7.%:62/3 _ m
3. f'(2) = —A—

1 1 1
4 @) =5 A= 5E T sam Jo(lm)

5. f/<x>: 14'2x:2—x4

6. f’(:v):—ﬁ-sin a::—'Qﬁ

7. f (1) = 2y -6 = &

142

Esercizio 309

N

T

Mostrare che la funzione y = xe™ 2 @& soluzione dell’equazione differenziale zy’ = (1 — 22)y

XKk

22

Soluzione
Calcoliamo la derivata prima di y = xe™ 2 :

Quindi:

donde 'asserto.

Esercizio 310

Dimostrare che il diagramma della funzione:

f(yc)—{ xsin%, sex #0

0, se =0 "
e privo di retta tangente nel punto (0,0).

*okok
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Soluzione
Dimostriamo innanzitutto la continuita della funzione nel punto x = 0. A tale scopo osservi-
amo che:

1 1
sin—| <1= (V:BER, xsin—‘ < ||
x x
Quindi:
1
Ve>0,36. € (0,¢] |z e X, |z]<d.<¢e)= xsin—‘ <|z| <e,
x
cioe:

1
limxsin— =0= f(0)
x

z—0

Quindi la funzione assegnata ¢ continua in x = 0.
Per quanto riguarda il diagramma cartesiano v) y = f (x), osserviamo che:

f (@) < |z =7 CR={(r,y) eR?| —c0 <z < +00,—z <y < 7}

Cioe il diagramma ¢ contenuto nella regione individuata dalle rette y = x e y = —z. Inoltre:
T X, = =——  |k€eZ X
f(x)=2z r e X {xk STy | ke }C
2

per cui 7y ¢ 'unione di archi di curva per i punti Py (xg, z), P, (:L';CH, —$;€+1). Da cio segue
che non e possibile tracciare il diagramma intorno all’origine, in quanto la funzione esibisce
un comportamento oscillante compiendo infinite oscillazioni intorno al punto x = 0. E
importante osservare che le oscillazioni si smorzano intorno a x =0 (fig. (3)).

N —_—_— — = =

e
s
o
‘
U\: /
\— -
s ks
~
~
~
~N

Figure 3: Diagramma cartesiano di x sini
Passiamo alla derivabilita in z = 0. A tale scopo applichiamo la definizione di derivata:

f(0) = hm—f(:v)—f(()) = lim&: lim sin —

r—0 x z—0 I z—0 x
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Da cid vediamo che il rapporto incrementale & non regolare in 2 = 0, giacche Alim,_.q sin %

Infatti, osserviamo innanzitutto che g (x) 4 sin 2 ¢ definita in X’ = R — {0}. Studiamo il
comportamento di ¢ in un intorno di Z = 0. A tale scopo determiniamo i punti di X’ in cui
g assume il valore +1:

1 v def
=l -—=-+2%kr<=ar=0y,=——~,VkEZL
Cioe:
=1« == =—— |k€eZ X
g(x) r €= {xk T8 | k€ }C
Determiniamo poi i punti di X’ in cui g assume il valore —1:
1 v def
g (z) . 2+ T T = 1) A=) €
Cioe: )
— _1 ﬁ E/ pr— ! = k Z X
Inoltre:

7€D(Z)—5,D (=) -5

cioe ¥ = 0 ¢ di accumulazione per entrambi gli insiemi. Inoltre, se prendiamo un intorno
Je del punto y = 0 di raggio ¢ < 1, possiamo associare ad esso intorni di x = 0 in cui la
funzione assume i valori +1 e —1, in virtu del fatto che x = 0 e di accumulazione per gli
insiemi X; e X . Quindi:

Jec1 (0) = (—¢,€), I5. (0) = (=6.,0:) = Tz € X'NIs |yg (z) & J.) = ﬂglﬂli%g (),

Si conclude che x = 0 & una singolarita per il rapporto incrementale g (z). Riguardo al
diagramma cartesiano di g (z), osserviamo che la curva 7') y = ¢ (z) in ogni intorno di
x = 0 ¢ l'unione di un numero infinito di archi per P (zx, 1) e P (x§€+1, —1). Da cio segue
che non e possibile tracciare il diagramma intorno all’origine, in quanto la funzione esibisce
un comportamento oscillante compiendo infinite oscillazioni che non si smorzano intorno a
x = 0. Cio ¢ mostrato in fig. (4).

Quindi il rapporto incrementale per x — 0, oscilla indefinitamente tra —1 e 1. Percio il
diagramma della funzione assegnata ¢ privo di retta tangente in (0,0). Piu precisamente,
consideriamo la retta secante s,per i punti (0,0) e P (z, f (z)) con x # 0 (fig: 5). La sua
equazione e:

Yy = ma,
essendo m il coefficiente angolare.
Evidentemente:
m = tan,
con:
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Figure 4: Diagramma cartesiano del rapporto incrementale

Figure 5: Retta secante a y = f (z) per (0,0) e P (x, f (x)).
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fla) 1
x x

tanf (z) =

Da cio segue che per x — 0, m oscilla indefinitamente tra —1 e 1. Cio implica che per x — 0,
la retta secante non tende ad alcun limite, poiche assume tutte e sole le posizioni comprese
tralerette y =xr ey = —x.

Esercizio 311
Dimostrare che il diagramma della funzione:
2?sin, sex #0
Fo={ g ety

0, se =10

¢ dotato di retta tangente nel punto (0,0).

4ok
Soluzione
Applichiamo la definizione di derivata:
1(0) = limM = lim /(@) = limxsin— =0
r—0 x z—0 z—0 x

Quindi il coefficiente della retta tangente a ) y = f (z) in (0,0) &€ m = 0. Pertanto la retta
tangente si identifica con 1’asse delle ascisse.
Cio ¢ mostrato in fig.(6).

2?sinl, sex #0

Figure 6: Diagramma cartesiano della funzione f (z) = 0 @ s =0 " La funzione
compie infinite oscillazioni tra le curve y = 22 e y = —z2. Tali oscillazioni si smorzano per
x — 0. Il rapporto incrementale compie infinite oscillazioni tra le rette y = x e y = —x. Tali

oscillazioni si smorzano per x — 0 e la retta secante tende alla posizione limite y = 0.

Osserviamo che la derivata della funzione assegnata e
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1 1
f(x) =2xsin— —cos—, sex #0
T T

Da cio segue che x = 0 € una discontinuita di seconda specie per f’(z). Pertanto non &
possibile calcolare f’(0) dal limite:

f1(0) = lim f*(x),

z—0

giacche tale limite non esiste. Per calcolare f’(0) e necessario applicare la definizione di
derivata in un punto (limite del rapporto incrementale). Il calcolo ¢ reso possibile grazie
all’espressione della funzione, resa continua in x = 0.

Esercizio 312

Verificare che il diagramma della funzione:

f(x) = Va2,

ha nel punto (0,0) una cuspide (punto di regresso).
k%

Soluzione
Applichiamo la definizione di derivata:

— 3/ 12 1

£/(0) = lim J@ =10 o, V&
z—0 T z—=0 I z—0 Jx

Questo limite non esiste, per cui calcoliamo la derivata sinistra e destra:

1
(0) = lim —= = —
J2(0) = lim =72 = —oc

1
fi(0) = lim = 400

z—0t \3/5

Si conclude che (0,0) & una cuspide o punto di regresso. Quest’ultima denominazione deriva
dal fatto che se v) y = f () ¢ la traiettoria di un punto materiale, si ha che quando il punto
transita per la cuspide, il vettore velocita inverte il verso conservando la direzione.

Esercizio 314

Verificare che il punto F, (0, 1) & un punto angoloso per il diagramma della funzione:

f(x):{ 1+ 557, sex #0

1, sex =0

*okok
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Soluzione
Calcoliamo le derivate destra e sinistra nel punto x = 0

f(x)—f(0) . 1 . 1
1-(0) xi%l— x xi%l— 1+ el/z xi%l— 1+4+e >
f(x)—f(0) . 1 . 1
+(0) = lim, z st 1+ eVe oot 1+ (+00)

Quindi P (0,1) & un punto angoloso. Le equazioni delle rette tangenti a sinistra e a destra
sono:

) y=1+f (0)z=2+1
) y=1+f.(0)z =1

Esercizio 315

Verificare che il punto (0,0) ¢ un punto angoloso per il diagramma della funzione:

B xarctan%, sex # 0
f@)_{ 0, sex =0

XKk

Soluzione
Calcoliamo le derivate destra e sinistra nel punto x = 0

- 1
f2(0) = lim —f (z) = /(0) = lim arctan — = arctan (—oo) = T
z—0~ i r—0— x
- f@)—f0) 1 s
/ . J\x)—J\) 1 T
i (0) = xli%{r . = Ihjg)1+ arctan o= arctan (+00) = + 5

Quindi (0,0) & un punto angoloso. Le equazioni delle rette tangenti a sinistra e a destra
Sono:

) y—f(0) = fL(0) (@ —0)= Tz
) Y= f(0) =1, (0) (= 0)=Za

Esercizio 316

Applicando il metodo della derivata logaritmica, determinare la derivata delle seguenti fun-
zioni:

L. f(z)=(x+1)(2x+1)(3z+ 1)
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_ _ (@+2)?
2-9(@) = G

XKk

Soluzione

1. Inf(z) = ( )+ln(2x+1)+ln(3x+1)
[z

) _ 3
flx) — 17—&-1 + 2:73+1 + 3x+1

— ff(x)=2x4+1)Bx+1)+2(x+1)Bx+1)+3(x+1)(2x+1)
2. Ing(z) =In(z +2)" ~n [(z+1)° (@ +3)’]

—

— g (z) _ _ 2 _ 3 _ 4 _ 2(z+1)(z+3)—3(z+2) (x+3)—4(z+2) (z+1)
glz) — x+2 z+1 z+3 (z+2)(z+1)(z+3)
5224192420 , _ (@+2)(5224192420)
— et Y () = — e+ 1) (243)°

Esercizio 317

Applicando il metodo della derivata logaritmica, determinare la derivata delle seguenti fun-
zioni:

1 f (IE) = E: 21)
2 f (JI) = \ :L‘;il
J (@) (z—1)%(z—3)
4. f(x)=2a"
Kk k
Soluzione

1. Inf(z) :%ln%:%[ln(ﬂ—x)—ln(m—%]
2

(x) _ 1( z—1 L) _1(2a-1)(a—2)—a’+z
flz) — 2 \z2—2x =2/ 2 (z—2)(x2—x)

! _ 1 [J22—a 2%?—d4x42 2 —4x44
= @) =3V E e = shae o

2. Inf(z) = lnx+—1n< 2+1> =Inz+32lnz—3n(z? +1)

=) 1 2 2 __ 32245
= Fo T 2 T3 T 3G T 3D

/ _ _3z%45 2
= f'(2) = gty #a
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3. Inf(z)=9In(z—2)—iln[(z—1)°(x—3)"]
=9In(x — )—%[51n(:v—1)+111n(:v—3)]
=9In(z—2)—2In(z —1) — S In(z — 3)

f'@) _ 9 5 11

—

flx) = z-2 2(z—1) 2(z—3)

_ 18(z—1)(xz—3)—5(x—2)(z—3)—11(z—1)(z—2)
2(z—1)(z—2)(z—3)

_ 2 —Tx+1
T (z—1)(z—2)(z—3)
/ . (:52—7J:+1)(z—2)8 ) 1
= f (SL’) = (z—1)(z—3) \/(x_1)5(x_3)11

Esercizio 318

Applicando il metodo della derivata logaritmica, determinare la derivata della seguente fun-
zione:

Vr—1
)= 1
Y@+2?/(x+3)
Soluzione
lnf(:c)zln\/w—l—ln[{’/(:U+2)2\/(a:+3)31
:%ln(x—l)—%ln(ijQ)—gln(x+3)
f»_ 2 3
fx) 2@-1) 3(x+2) 2(x+3)
B 5?4+ 1 — 24
T 3(@—-1)(z+2)(z+3)
Quindi:

5x? +x — 24 vV —1

f’(I):_g(x—l)(x—f—Q)(x—i—?) \/HQ)Q\/(HS

Esercizio 319

Applicando il metodo della derivata logaritmica, determinare la derivata delle seguente fun-
zioni:



*okok

Soluzione

/' (x)
[ ()

=2xlnz+=x

Inf(z)=Inz" =2’Ins =
Quindi:

' (z) = g+ (2lnz +1)

Per la funzione g (z):

x g (x) x?
Quindi:
1 - ]. 1 T
g (z) =z xznx =27 2(1—Inz) = Va2 (1 — Inz)
Equivalentemente:
l—Inzx

Esercizio 320

Applicando il metodo della derivata logaritmica, determinare la derivata della seguente fun-
zione:

Soluzione

! 1 1 1 2
I (x) np 4L = nx+

o) " wa Mt ET avn

Quindi:

flnx—i—Q:Iﬁ_%lnx—l—Q

2\/x 2
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Esercizio 321

Applicando il metodo della derivata logaritmica, determinare la derivata della seguente fun-

zione:

Soluzione

Derivando ambo i membri:

Calcoliamo la derivata di g (x) = z*:

/
d
Ing(z) =xlnr = gg((j)) =hr+1= %(acx) =2°(Inz+1),
che sostituita nella (30) porge:
f'(x)

=2"Inz(Inxz + 1) + 2°*
7o) (nz+1)

1
=2° |lnz(Inx+ 1)+ -
T

Quindi:

ffx)=2" 2" zlnz(nz+ 1) + 1]

=% ! (xln2x+xlnw—|— 1)

Esercizio 322

(29)

(30)

Applicando il metodo della derivata logaritmica, determinare la derivata della seguente fun-

zione:

f (.T) — xsinz

okosk
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Soluzione

Inf(z)=sinzlnz (32)
Derivando ambo i membri:
, :
J} ((Ix)) =coszlnz + s12x (33)
Quindi:
f'(x) = " (cosxlnx + Slzx) (34)

Esercizio 323

Applicando il metodo della derivata logaritmica, determinare la derivata della seguente fun-
zione:

f (2) = (cos )™

ok
Soluzione
In f(z) =sinxzIncosz (35)
Derivando ambo i membri:
, .
ff éj)) = cosxIncosz + ::)r;:; - (—sinx)

= coszIncosr — tan z sinx
Quindi:

f'(z) = (cos2)™* (cos  In cos & — tan x sin z) (36)

Esercizio 324

Applicando il metodo della derivata logaritmica, determinare la derivata della seguente fun-
zione:
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Soluzione

Inf () = zln (1 + i) (37)

Derivando ambo i membri:

Quindi:

/() = (1+§)$ {m (1+§) — 1;3] (38)

Esercizio 325
Applicando il metodo della derivata logaritmica, determinare la derivata della seguente fun-

zione:
f () = (arctan x)”
Kk k
Soluzione
In f (z) = z1n (arctan z) (39)
Derivando ambo i membri:
/' (x) x 1
=1 t :
f(z) n(arctanz) + arctanx 1+ z?
Quindi:
: (40)

f' () = (arctanz)” |In (arctan x) + (15 27) arctans

Esercizio 326
[ File scaricato da http://www.extrabyte.info ]

Assegnate le funzioni z (t), y (¢):

determinare la derivata %



Soluzione

*okok

Utilizzando la notazione differenziale:

Calcoliamo le derivate y' (¢), =’ ():

Quindi:

Esercizio 327

Assegnate le funzioni x (t), y (t):

determinare la derivata %

Soluzione

@_%_dydt

dr =% i

dy _, 2t (1 +t°) — 3t*

a
dt (1+3)?

o2t — t*
a 2
(1+13)

dz 14— 33
_ = a'—2
dt (1+13)

1 — 2t2

a 2
(1+13)

dy _t(t°-2)
de 212 -1

Utilizzando la notazione differenziale:

Calcoliamo le derivate y' (¢), =’ (¢):

dy % _dyar

dz Z—f T dtdo

1

Ay _ 4 sy _
dt  dt 3¢2/3
de 1
dt — 2t1/2
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Quindi:

—_— —t_ pu—
dr 3 3/t
Esercizio 328
Assegnate le funzioni z (t), y (¢):
{ x(t) =Vt +1
_ _t—1 )
Yy (t) - 1241

determinare la derivata Z—g

x%kk

Soluzione
Utilizzando la notazione differenziale:

dy G dyadt

dx_‘é—fzaa

Calcoliamo le derivate y' (¢), 2’ (¢):

dy VPH+ —(t—1) 7=

dt 241
1+t
(12 +1)*?
dr t
dt V2 +1
Quindi:
dy — t+1
dr — t(t2+1)

Esercizio 329

Assegnate le funzioni z (t), y (¢):

z(t) =a(cost+tsint)
=a(sint —tcost) ’

. . d
determinare la derivata ﬁ

XKk
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Soluzione
Utilizzando la notazione differenziale:

dy G dydt

dx_‘fi—f_ga

Calcoliamo le derivate y' (¢), 2’ (¢):

— =atcost
du tsint
— = atsin
dt
Quindi:
dy
— =tant
dzx

Esercizio 330

Assegnate le funzioni x (t), y (t):

x(t) = acos®t
{ y (t) = bsin®t ’ (41)
determinare la derivata Z—g

KKk

Soluzione
Utilizzando la notazione differenziale:

dy _ g _dydt

dx_%_%dx

Calcoliamo le derivate y' (¢), =’ (¢):

d
d—?i = —asin2t
d—f = bsin 2t
Quindi:
dy b
& a 42)

Si noti che allo stesso risultato si perviene eliminando il parametro ¢ tra le (41), nel modo
che segue:

T
cos’t ==
a
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Sostituendo nella seconda delle (41) scritta come y = b — bcos? t, si ottiene:

b
y:b__xa
a

da cui la (42).

Esercizio 331

Assegnate le funzioni z (t), y (¢):

{ x(t) = acost

y (t) = bsin®t

determinare la derivata Z—g

koK
Soluzione
Utilizzando la notazione differenziale:
dy
y_a
— dz
dx &

Calcoliamo le derivate 2’ (t), v’ (¢):

d
o —3acos®tsint
dt
d
d—?; = 3bsin’tcost
Quindi:
dy b
—2 = ——tant
dx a an

Esercizio 332

Assegnate le funzioni z (t), y (¢):

determinare la derivata Z—g
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Soluzione
Utilizzando la notazione differenziale:

d
dy _
dx dz

Calcoliamo le derivate 2’ (t), v (¢):

de cos® tsin 2t — 3 cos? tsin t cos 2t

dt cos? 2t
dy sin® ¢ sin 2t + 3sin” ¢ cos t cos 2t

dt Vcos3 2t
Quindi:

dy sin® ¢ sin 2t + 3sin® t cos ¢ cos 2t

dr ~ cos3tsin2t — 3 cos? tsint cos 2t
 2sin*tcost + 3sin®tcos®t — 3sin’t cost
~ costtsint + 3costtsint + 3cos?tsin® ¢

3cos?tsint — sin®t

cos3t — 3costsin’t

Ricordando ’espansione trigonometrica di tan 3t:

3costsint — sin®t
tan 3t =

cos3t — 3costsin®t’
si ha:

dy

= —tan 3t
. an

Esercizio 333

Assegnate le funzioni x (t), y (¢):
z(t)y=e
{v0za (43)

determinare la derivata Z—z.

KoKk
Soluzione
Utilizzando la notazione differenziale:
dy
W _
— dz
dz o
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Calcoliamo le derivate 2’ (t), v (¢):

dx 4
T
dy 2t
— = 2e
dt
Quindi:

dy 3t

7 _ _9

dx ¢

In questo caso ¢ facile eliminare il parametro ¢. Dalla prima delle (43):

t=—Inz, (44)

quindi:

@ — _26—3111:1} _ 2

dx 3

Allo stesso risultato si perviene elimanando ¢ tra le (43). Tenendo conto della (44):

dy 2
—2Inzx -2
= = :> —_— = —
y=e v dx a3
Esercizio 334
Assegnate le funzioni z (t), y (¢):
x (t) = arccos ﬁ (45)
y (t) = arcsin =’

determinare la derivata Z—g.

kokk
Soluzione
Utilizzando la notazione differenziale:
dy
dy _a
de 4

Calcoliamo le derivate ' (t), v (t). Per semplificare i calcoli poniamo:

1 t

N e

Quindi:

x (t) = arccos f (t)
y (t) = arcsin g (t)
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Da cio segue:

— = "t
= o f@)
VIt t

1 oty
t o1
T
dy

1
E:—g‘g/(t)
V1-—9()
2 _ 4. i
B 1+152.\/1+t t s

14 t2
1

1+¢2

Quindi:

dy |t _ 1, set>0
dv  t | =1, set<0

Esercizio 335

[ File scaricato da http://www.extrabyte.info |

Assegnate le funzioni x (t), y (t):

z(t) =a(Intant + cost — sint)
y(t) = a(sint + cost) ’

determinare la derivata %'

KoKk
Soluzione
Utilizzando la notazione differenziale:
dy
by _a
— dz
dzx r

Calcoliamo le derivate 2’ (t), v (t).
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dx tt 1 1 s ;
— =qa|cot=—+ ——— = —sint — cos
dt 2 cos’i 2
1 )
=a| ——3—F —sint —cost
2sm§cos§
1 )
= —— —sint — cost
sint
dy
— —a(cost —sint
I ( )

Quindi:

dy  sint(cost —sint) -
- = = tan

dr  cos?t — sintcost

Esercizio 336

dy _x .
Calcolare 3% per t = 7, se:

kokk
Soluzione
Utilizzando la notazione differenziale:
d
dy _ &
dx ‘fl—f
Calcoliamo le derivate 2’ (t), v (¢).
dx
— = a(l —cost
o ( )
dy -
— = asin
dt
Quindi:
dy  sint
dr 1—cost
Per t = %:

dy
=J -1
(dx)t:

48
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Esercizio 337

Dimostrare che la funzione y = y (x) data in forma parametrica dalle equazioni:

x (t) = 2t + 3t*
y(t)y=t*+2t*

e una soluzione dell’equazione differenziale:
dy 2 dy 3
= (= 2 =2
Y (da:) * (d;z:
koK

Soluzione
Determiniamo j—g utilizzando la notazione differenziale:

dy %
== d
dv %
Calcoliamo le derivate 2’ (t), v/ (¢).
dz
— =2(1+3t
o = 2(1+3)
dy
— =2t(1 t
o (14 3¢t)
Quindi:
dy
— =1t
dx

Sostituendo la (48) nella (47), vediamo che questa si riduce a una identita.

Esercizio 338

[ File scaricato da http://www.extrabyte.info |

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

22 — 5y + 10 = 0,

dy

determinare la derivata ' = 2

kkk

Soluzione
Deriviamo primo e secondo membro della (50):

25y =0
Quindi:
dy _ 5
dr 2

49



Esercizio 339

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

2y
2t =0
a b
determinare la derivata ¢y = j—g
Kk

Soluzione
Deriviamo primo e secondo membro della (51):

/

T vy
Quindi:
, bz
y - a2y

Esercizio 340

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

? + 2Py +y° =0,

determinare la derivata ¢y = g—g

XKk

Soluzione
Deriviamo primo e secondo membro della (52):

322 + 2z +y+ 2% + 2y =0
Cioe:
y' (2° +2y) = —32% — 2zy
Dalla (53) possiamo ricavare la derivata y':

J - _3x2 + 2xy
x? 4+ 2y

20

(51)

(52)



Esercizio 341

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

VI +y =V,

determinare la derivata y' = g—g

*okok

Soluzione

Deriviamo primo e secondo membro della (54):

1
2\/EJr

Dalla (55) possiamo ricavare la derivata y':

/

Yy ==

Esercizio 342

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

Y _
2y

/

Y

X

0

Va2 + /y? = W,

) . d
determinare la derivata ¢y = ﬁ

XKk

Soluzione

Deriviamo primo e secondo membro della (56):

4 .,

a4
dx
Cioe:

3

Dalla (57) possiamo ricavare la derivata y':

o1

(v*?%) = —

d
dz

(a3/2) =0

gx—l/:a 4 gy—l/sy/ —0

(56)



Esercizio 343

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

3_ 1Y
y - )
Tty
determinare la derivata ¢y = j—g
ok ok

Soluzione

Dalla (58):

vy’ +yt=x—y
Derivando primo e secondo membro rispetto a x
y3 4 BxyZy/ + 4y3y/ -1 +yl =0
Cioe:
(3aiy2—|—4y3—|—1)y+y3— 1=0
Dalla (59) possiamo ricavare la derivata y':

r_ 1_y3
3ry? +4y3 + 1

Y

Esercizio 344

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

y—asiny =,

determinare la derivata ¢y = j—g

kokok

Soluzione
Derivando primo e secondo membro della (60) rispetto a x:

Yy —ay cosy =1
Dalla (61) possiamo ricavare la derivata y':

B 1
1 —acosy

/

Y

52
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Esercizio 345

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

acos® (z +y) = b, (62)

determinare la derivata y' = g—g

*okok

Soluzione
Derivando primo e secondo membro della (62) rispetto a x:

—2acos(x+y)sin(zx+y) - (1+y)=0

cioe:

(1+9)sin2(zx+y)=0 (63)

Dalla (63) possiamo ricavare la derivata y':
y =—1, Vo |sin2(x+y)#0
Esercizio 346
[ file scaricato da http://www.extrabyte.info |

Assegnata la curva y = 2%, determinare in un punto qualunque P (z, f (x)), la lunghezza t
della tangente, della sottotangente (S;), della normale (n) e della sottonormale (.S,,)

Kk ok
Soluzione
Poniamo:
def ~x
flx) =2
Quindi:
f () =2%In2
La lunghezza della tangente ¢ data da:
f () 2
= 1 ! 4
O @ (64)
V1422102
In 2

La lunghezza della sottotangente e data da:
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La lunghezza della normale ¢ data da:

n=|f @)1+ ()
= 2%\/1+4 222 1n%2

La lunghezza della sottonormale ¢ data da:

Sp = 1f (z) ' (2)]
=22%1n2

Esercizio 347

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

T
Ty = arctan —,

determinare la derivata ¢y = j—g

Soluzione

Derivando primo e secondo membro della (68) rispetto a z:

y — vy
y+ay = :
l+4
y—zy
_:U2+y2

Riordinando i vari termini:

Yr(l+2®+y) =y (1 -2 -y

cioe:

y,:y(l—:UQ—yQ)
z(1+ 224+ y?)

o4

(67)

(68)



Esercizio 348

Assegnata la funzione y implicitamente definita da:

v =y, (69)

determinare la derivata y' = g—g

*okok

Soluzione
Prendiamo il logaritmo di primo e secondo membro di (69):

ylnzx =xlny
Deriviamo primo e secondo membro:
x
y'Inx + ¥ Iny + —y
Zz Y

Riordinando i vari termini, e risolvendo rispetto a 3/

,_xlny—y.g

y_
ylnr —x =z

Esercizio 349
Assegnata la curva y = 22, determinare:
1. L’equazione della tangente e della normale in Py (zo, f (x9)), essendo z = 3.

2. La lunghezza t della tangente, della sottotangente (.S;), della normale (n) e della sot-
tonormale (.S,,)

koksk
Soluzione
Poniamo:
def o
flx) =12
Quindi:

L’equazione della retta tangente in F e:

y—f(xo):f/(xo)(x—l’o)

Cioe:
y==6xr—9 (70)
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L’equazione della normale nel medesimo punto:

1
y_f(‘IO) - _f’(xo) ( —LL’())
Cioe:
1 19
YT
La lunghezza della tangente ¢ data da:
[ (o) 2
= 1+ ' (x
f' (o) f'{@0)
3
N
2
La lunghezza della sottotangente ¢ data da:
s, = f/(fﬁo)
J' (o)

La lunghezza della normale ¢ data da:

n=|f (o)l \/1+ f (20)*
=937

La lunghezza della sottonormale ¢ data da:

Sp = |f($0)f/ (z0)]
=54

Esercizio 350

Mostrare che la lunghezza della normale all’iperbole equilatera:

2?2 —y? = a2

¢ uguale in un qualunque punto P (x,y) al raggio vettore di P: r = y/x? + y2.

XKk

(71)

(74)

(75)



Soluzione
Osserviamo che la funzione y (z) ¢ implicitamente definita attraverso la (76). Quindi deriv-
iamo primo e secondo membro rispetto a x:

r—yy =0,

cioe:

La lunghezza della normale e:

n=ly[v1+y?

Per la (77):
n=+\r+y*=r

Esercizio 351

Mostrare che la lunghezza della sottonormale all’iperbole equilatera:
w? —y? = a’ (78)
¢ uguale in un qualunque punto P (z,y) a |z|.
k%
Soluzione

Osserviamo che la funzione y (z) ¢ implicitamente definita attraverso la (78). Quindi deriv-
iamo primo e secondo membro rispetto a x:

x—yy =0,
cioe:
, X
) )

La lunghezza della normale e:

Sn = lyy'|
Per la (79):

Sp = ||
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Esercizio 352

Dimostrare che il segmento della tangente all’iperbole

Ty = a’, (80)
compreso tra gli assi delle coordinate, ¢ diviso a meta dal punto di tangenza.
kkk

Soluzione
Sia Py (xo,y0) €7) y = %, da cui yy = g Poniamo:

a
fla)=—
Quindi:
2
a
f'(zo) = 3
L’equazione della tangente a v in Fy é:
a? 2a
= —— — 81
y=—grt (31)

Indicati con M e N i punti di intersezione di v con gli assi coordinati (fig. 7), dobbiamo
dimostrare che Fj ¢ il punto medio del segmento M N.
A tale scopo calcoliamo le coordinate di tali punti. Nella (81) poniamo:

2a® 2a?
x:0:>y:i):>M(0,i>

Lo Lo
y=0= x=2x)) = N (2x,0)

Quindi il punto medio ha coordinate:

_ 0+2£Ifo
r = = X9
2
40 2
Yy = 5 =— =%
Lo

Cioe Py (zo, f (z9)) ¢ il punto medio del segmento M N.
Esercizio 353

Dimostrare che per 1’asteroide:

1'2/3 + y2/3 — CL2/3, (82)

il segmento della tangente, compreso tra gli assi coordinati, ha una lunghezza pari a a.

o8



Figure 7: Retta tangente a v) xy = a*.
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*okok

Soluzione
Deriviamo rispetto a = primo e secondo membro della (82):

gx—l/S + gy—l/sy/ — ) — y, _ (g)l/?)
3 3 T

Sia Py (z0,%0) € 7) 223 + y*? = a?/3, quindi:
25— g _ 20

Senza perdita di generalita, supponiamo che sia y, > 0:

3/2
Yo = (ag/ Py 3)

La derivata nel punto x:

2/3 1/2
(a2/3 o xo/ )

- R
Yo = 1/3
)

Possiamo ora scrivere I’equazione della tangente a v in Fy:

1/2

x 2/3\ /2 2/3
y = I <a2/3—:)30/> +a?/? <a2/3—:x0/) (83)
0

Indicati con M e N i punti di intersezione di vy con gli assi coordinati dobbiamo dimostrare
che MN = a.
A tale scopo calcoliamo le coordinate di tali punti. Nella (83) poniamo:
53\ 1/2 53\ 1/2
r=0=y=d"? <a2/3—x0/) — M (0,d*3 <a2/3—x0/)
y=0=ux= a2/3:z:(1)/3> = N ((12/31'(1)/3,0)

Quindi

_ 2 1/2 2
MN — \/[O _ a2/3$(1)/3} _ |:(a2/3 _ 933/3> _ 0}

=a
Esercizio 354
Scrivere le equazioni della tangente e della normale alla curva

P4+ + 20 —6=0, (84)

nel punto di ordinata y = 3.
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Soluzione
Deriviamo rispetto a = primo e secondo membro della (84):

3242

302 +2yy +2=0=1¢ = %

Per y = 3 la (84) diventa:

2’ +20+3=0< (z+1) (2" — 2+ 3) =0 r=-1
S

Quindi:

Da cio possiamo scrivere I'equazione della tangente:

5) 13
T) y:—6x+g<:>5x+6y—13:0

L’equazione della normale:
6
V) y—3:g(x+1)<:>6x—5y—|—21:0

Esercizio 355

Dimostrare che le normali all’evolvente del cerchio:
{ z(t) =a(cost+ tsint)
y(t) =a(sint — tcost)
sono tangenti al cerchio x? + y? = a°.
x>k
Soluzione

Determiniamo la derivata 2 della funzione y (z) implicitamente definita dalle (85). A tale
scopo calcoliamo:

dx ; y
— = at cos
dt

Y atsint,

dt
donde:

d
4y = tant

dx
L’equazione della normale alla curva (85) nel punto di coordinate xy = x (to), yo = y (to) €:
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dx
)=yt == (F) lo-ow)
dy ) oy,
Cioe:
y = a(sinty — tgcost) — cot tg (x — acosty — atgsinty)
Semplificando:

ny) y = —x cot ty + a (sinty + cot t costy) (86)
Determiniamo ora l’equazione della tangente alla curva:
224y = a?

A tale scopo esprimiamo quest’ultima in forma parametrica:

{ 7 (t) = acost (87)

y(t) = asint
Quindi:
d
d—f = —asint (88)
@ =asint
dt
Cioe:
d
d—i = —cott (89)

Pertanto 'equazione della tangente alla curva (87) nel punto di coordinate xy = z (o),
Yo =y (to) &

dy
Wy = () lo-so)
dx t=to
con le varie grandezze date dalle (87)-(88)-(89). Quindi:

To) y = —xcottg+ a(sinty + cottycosty) (90)

Cioe

vto GR, Ng = To

donde I'asserto.
La curva di equazioni parametriche (85) ¢ riportata in fig. (8).
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x(t) = a(cost + tsint)

Figure 8: Curva di equazioni parametriche { y (t) =a (smt — tcos 15)

Esercizio 359

Un punto si muove sull’iperbole

10

y=- (91)
con una velocita tale che la sua ascissa cresce uniformemente alla velocita di una unita per
secondo. Determinare la velocita di variazione della sua ordinata quando il punto transita
per Py (5,2).
Soluzione
E conveniente passare ad una rappresentazione parametrica della (91), assumendo come
parametro il tempo t. A tale scopo osserviamo che x (t) = vt, essendo v la velocita con cui

'ascissa x varia nel tempo. Per ipotesi & v = lunita/ s, per cui scriviamo:

{ x (t) :i (92)

La derivata di y (t) é:

dy 10
dt
Determiniamo a quale istante il punto transita per P (5,2). Deve essere x (t;) =5 = t; =

5s. Dalla (93) possiamo determinare la velocita con cui varia y quando il punto passa per
Pli

(93)
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