Derivata secondo dma dlrtezmne Nozione di
radiente

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)
Sia A un campo di R™.

Definizione 1 Un campo vettoriale su A ¢ la funzione vettoriale:

X:A—R" (1)
x — X(x), Vxe A

I1 campo vettoriale (1) associa ad ogni punto x = (z1, s, ..., z,) € A, il vettore
X (x) € R™, che si chiama vettore applicato nel punto x.

Definizione 2 Assegnata la funzione parzialmente derivabile:

f:A—R (2)
x— f(x), Vxe A

il gradiente di f ¢ il campo vettoriale:

aof o 0
X =900 = (5 7L ).

che associa ad ogni x = (x1, T, ..., ) € A il vettore X (x) = (ﬁ af 8f> e R

8.731 ) 8302’ ’ 6xn

Cio premesso, consideriamo - senza perdita di generalita - una funzione reale
f(z,y,2) definita in un campo A C R3. Sia n una retta orientata passante per
il punto Py (zo,v0,20) € A. Dalla geometria analitica sappiamo che le equazioni
parametriche di n sono:

Y = Yo+ pt
2z = zp + vt,

essendo ¢t € R il parametro della rappresentazione (3), e (A, i, ) i coseni direttori
di n. Ricordiamo che

A =cosa, pu=-cosf3, v=cos"y,
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essendo «, 3,7 gli angoli che la retta orientata forma con gli assi coordinati e si
identificano con le componenti del versore di n; se v € un qualunque vettore parallelo
e concorde a n

v = li+mj + nk,

essendo 1, j,k i versori degli assi coordinati. La terna (I,m,n) definisce i numeri
direttori di n. Quindi:

n = versv = \i+ pj+ vk (4)

Evidentemente:

VP en, P(xg+ A\p,yo+ pp, 20 +vp), con |p| =|PP|,

essendo | Py P| la misura assoluta del segmento orientato PyP.

Inoltre p > 0 se il segmento orientato PyP & concorde a n; p < 0 se ¢ discorde a,
n;p=0se Ph=P.

Assegnato 15 (Py) C A, Vp| <6, P € Is ()

Vlpl € (0,6), P € Is (Fo) — { o}

. 3JC(P) — [ (P) _ [ (zo + Apyo + pp, 20 + vp) — f (20, Yo, To)

p p

L’ultimo termine ¢ un rapporto incrementale.

0 f(zo+Ap,yo+pp,z0+vp)—f(x0,y0,%0)

- : f(@o+Ap,y0+1p,20+vp) of _ 1
Definizione 3 Jlim, p ER= (8n)P0 = lim,_, 5 ,

ed ¢ la derivata della funzione f nel punto F,, secondo la direzione n.
Se tale limite esiste in ogni punto (x,y,z) € A:

g — lim f (37 + )\P;y + up, z + Vp) — f (x(])yO,xO)

on  p—0 p ’

ed ¢ la derivata della funzione f secondo la direzione n.

Teorema 4 Se f € C' (A) con A campo di R3, per ogni retta orientata n, esiste g_f

ed ¢ data da: of  of of of "



Dimostrazione. Consideriamo il punto Py (2o, Yo, 20). Quindi consideriamo la fun-
zione composta:

F(p) = f (0 + Ap,yo + pp, 20 + vp)
La derivata di F'(p) nel punto p =0 e&:

(1) g EOD O
P/ o

Ap—0 Ap
F(p) —
) -F(0)
p—0 P
— lim [ (zo + Apyo + pp, 20 + vp) — f (20, Yo, 20)
p—0 P

Cioe la derivata di f secondo la direzione n, calcolata nel punto F,, € la derivata
della funzione composta F (p) calcolata in p = 0. Per ipotesi ¢ f € C! (A), mentre le
funzioni x (p) , y (p) , 2z (p) sono manifestamente derivabili. Quindi possiamo applicare
la nota formula per il calcolo della derivata della funzione composta:

() .= o), ) G0), (50) L (50),, ()
dp p:O_ ox P, \dp p=0 dy p, \dp =0 ox P, \dp =0

Cioe of o/ o7 o7
(%)PO - (%)Po“ (a—y)%ﬁ (%)PU”

Considerando un qualunque punto P € A, si ottiene la (5). =
Si osservi che la (5) € un prodotto scalare. Infatti, assegnata la base ortornormale
{i,j,k} dello spazio euclideo R3:

of.  of. of
VI= % T o T o
Tenendo conto della (4):
of
O (vf)n )

Cioe la derivata secondo una direzione e la componente del gradiente di f nella
direzione di derivazione.



