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Un caso particolare di funzioni di due variabili indipendenti € costituitadalle funzioni di variabile
complessa.

Siazlavariabilecomplessaz=x+iyew=u+ivovei=+v-1;w=f(z) s chiamafunzione di
variabile complessa, conw, z € C.

Limite e continuita

| concetti finora utilizzati sulla continuita delle funzioni possono essere estesi anche ale funzioni di
variabile complessa.

8.1 Derivabilita

Non sempre il calcolo delladerivatadi unafunzione di variabile complessa portaad un unico
valore; si tratta quindi di stabilire sotto quali condizioni la derivata rispetto allavariabilez € unica

Siaw=f(z) conw,z € C.
Vae ancoral’usual e definizione di derivata (limite del rapporto incrementale):
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Oss. qualche voltanon si € neppure in grado di calcolare laderivata: infatti basta considerare la
funzione: w= Z =x—iy (lasopraineaturaindicail complesso coniugato di z).
Per calcolarla bisogna utilizzare la definizione di derivata; si ha:
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;_l sehereale,s ha f'(z) =1
seh éimmaginariopuro, siha f'(z) = -1
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Il calcolo della derivata precedente comportavalori traloro differenti. Si tratta quindi di stabilire
sotto quali condizioni laderivata esiste ed € unica.

[llustriamo orale condizioni che assicurano I’ unicita della derivata.
Sa w=f()ovew=u+iv ez=x+iy.
Sostituendo nellafunzione assegnata e mettendo in evidenzala parte rea e e quellaimmaginaria:

w=utiv =f(x+iy) = glx, y) + ik(x, y)
Lafunzionew = u +iv puo essere riscritta come sommaalgebricadi due funzioni : g(x, y), che ne

individua la parte reale e k(x, y) che ne individua la parte immaginaria.
Cacolando le derivate parziai di w rispetto ax ey, s ricava
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Sapendo che valgono le seguenti relazioni:
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laloro sostituzione nella (1) comporta:
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Separando la parte reale da quellaimmaginaria s ottiene:
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Lerelazioni precedenti sono note come |le condizioni di Cauchy-Riemann (0 di monogeneita) e
assicurano la derivabilita di una funzione di variabile complessa

Lafunzione esaminataprimaf(z) = z non soddisfale condizioni di Cauchy—Riemann, infatti:

fotiy)=x-iy =  Re(f)=glxy)=xelm(f)=klx,y) =-y
= lacondizione %: Z—k comporta 1l = -1, chiaramente falsa.
Y

8.1.1 Conseguenze delle condizioni di Cauchy-Riemann

Dadllerelazioni:
% _ 0ok
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derivando la prima equazione rispetto ad x e la secondo rispetto a y, s ricava
% _ &k
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per il teoremadi Schwartz, s ottiene:
g 0°
—§ + _(;g =0
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nota come equazione di Laplace bidimensionale.
Ad un analogo risultato si perviene derivando la prima equazione rispetto ad y e la seconda rispetto
ax.
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8.2 Funzioni analitiche

Unafunzionew =f(z) (w, z € C), s dice analitica se soddisfaalle condizioni di Cauchy-
Riemann, che comporta che la parte reale e la parte immaginaria di /(z) siano soluzioni
dell’equazione di Laplace nel piano.

Inoltre valeil viceversa: sesi prendono due funzioni che sono soluzioni dell’ equazione di Laplace,
tali funzioni sono sempre la parte reale e la parte immaginariadi unafunzione di variabile
complessa (analitica).
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